
 

1 

 

سازی و تحلیل دینامیکی یک مکانیزم جداساز ارتعاشی با سختی مدل

 منفی
 

 پسید محمد علوی، ب، محمد رضا الهامی*آمحمد جواد رجائی زاده هرندی

 

دانشکده فنی و ، دانشگاه جامع امام حسین )ع( ،هیمیحک یروبرو، بعد از پل لشگرک ،ییبابا دیتوبان شها، تهران ،ایران آ

 .کارشناس ارشد مهندسی مکانیک، 1698715461، مهندسی

 دانشیار گروه مهندسی مکانیک.، دانشگاه جامع امام حسین )ع(ب 

 .دکتری مهندسی مکانیکدانشجوی ، دانشگاه جامع امام حسین )ع( پ

 mohamadjavadrajeezadeh@gmail.com: الکترونیکی نویسنده مسئولپست *

 

 چکیده

و غیرخطی بودن دینامیکی پایین -های سختی استاتیکی بالابا توجه به ویژگیی، منف یسخت یارتعاش هایجداساز

است که  نیا یاصل دهی، امنفیسختی  یارتعاش سازجدا کی یهنگام طراح .اندگرفته مورد توجه طراحان قرار شانفردمنحصربه

سختی منفی همواره یکی از مسائل  شود. یمعرف کیمثبت عناصر الاست یتخجبران س یبرا یمنف یتخس سمیمکان کی

در مباحث دینامیک و ارتعاشات بوده است. یک فنر مکانیکی همواره نیرویی در خلاف جهت نیروی وارد شده ایجاد  زیبرانگچالش

اند که در یک بازه خاص از دامنه، نیرویی که وارد ای قرار گرفتهگونهها مجموعه فنرها بهمسنیکند ولی گاهی در برخی مکامی

گوییم این مجموعه فنرها دارای سختی منفی هستند. در این کنند هم جهت با نیروی خارجی خواهد بود. در این صورت میمی

ک مکانیزم که دارای سختی منفی است ارائه شود. روابط مقاله سعی شده است ماهیت سختی منفی مورد بحث قرار گرفته و ی

 مسئله به دست آمده است.مربوط به نیروها در این مکانیزم استخراج شده و رابطه سختی منفی نسبت به پارامترهای 

  .فنر فشاری؛ سختی منفی: کلمات کلیدی

 مقدمه  -1

 کی عنوانبه. مورد توجه بوده استو عمران  کیمکان یمهندس یقاتیجامعه تحق یاز سو ،دهه نیچند یکنترل ارتعاش سازه برا

جداساز ]. 1] ,[2[ استمحبوب شده  یاندهیبه طور فزا راًیاخ ،یمنف یسخت یسازه، جداساز ارتعاش کیمحافظت از  یبرا مؤثرروش 
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را  ییجاجابه ای رویکاهش دهد تا انتقال ن یتوجهقابل زانیرا به م طبیعی سیستمرا دارد که فرکانس  نیا لیپتانس یمنف یسخت یارتعاش

جداساز  تیهستند. محبوب اثریب متداول یارتعاش یهایکه در آن جداساز نییپا انسبا فرک کیموارد تحر یبرا یبه حداقل برساند حت

حمل بار  تیا ارائه ظرفب حالنیدرعو  کاهش یابد یتا انتقال ارتعاش از منابع ارتعاش شودموجب میآن است که  یمنف یسخت یارتعاش

 .تضمین شود ستمیس یداریپا ،یکاف

ارائه شد ثابت شد  مولینوکسکه توسط  یالهیوس نی. اولائه شد( ار1957) مولینوکستوسط  بارنیاول یبرا ،یمنف یمفهوم سخت

بود که او  لیدل نیبه هم]. 3 [شدیم یشکل بزرگ در هر بارگذار رییحمل بار را نداشت و منجر به تغ تیظرف رایاست؛ ز داریکه ناپا

خود  یبعد یهایطراحرا در  یمنف یمرتبط با سخت یداریمتصل کرد تا ناپا گریکدیمثبت به  یرا با عناصر سخت یمنف یعناصر سخت

 یارتعاش هایبه جداساز یرخطیغ خاصیت. های کوچک رفع شودشود مشکل ناپایداری در اثر جابجاییموجب می روش نیجبران کند. ا

( 1989توسط آلابوزف ) یرخطیغ هایبررسی ویژگیدهد. یبالا را م یکیاستاتو  کم یکینامید یسخت امکان ایجاد همزمان ی،منف یسخت

 .انجام شد

د فشرده هستن شیو پ چیپمیس یمثبت معمولاً به شکل فنرها ی، عناصر سختیمنف یسخت یجداساز ارتعاش کی یطراح یبرا

. قادر به ایجاد سختی منفی هستندنیز از ساختارهایی هستند که ] 11]-[13[ یسیمغناط و ]8]-[10[ کمانش شیپ یرهایت]. 4]-[7[

مورد استفاده قرار  یجداساز ارتعاش به عنوان بخشی از ساختارتواند میشده است که  یطراح دراین مقاله، یک ساختار سختی منفی

 . گیرد

، رونیازا اند.مورد توجه قرار گرفتهاند، شده یطراح یمنف یسخت تیکه باخاص ییهاسمیو مکان هاستمیگذشته، س یهادر دهه

موضوع از دهه  نیروزافزون انتشارات در مورد ا شیبرخوردار است. افزا زیادی تیاز اهم یقاتیتحق جینتا نیا کیستماتیس یسازخلاصه

 دهد.یانتشارات را بر اساس کشورها نشان م نیا عیتوز زین 1اسکوپوس یخیتار یهانشان داده شده است و داده (1)در شکل  1990

 

 
دأ ارتعاش بر اساس کشور مب یدر جداساز یمنف یشده اسکوپوس در مورد کاربرد سختهیتعداد مقالات منتشر شده در منابع نما. 1 شکل

 (2019تا  1996)از  سندگانینو

 یمنف سختیمفهوم   -2

خارجی  ثیر نیرویأمثبت، با ایجاد نیرویی در جهت نیروی خارجی وارد شده، موجب افزایش تسختی  بر خلاف ،یمنف یسخت

 یاست. انرژ کلش رییمتناسب با تغ یبه طور خط العملعکس یروین یداده شد، بزرگ حی( توض1که در رابطه ) طورهمان]. 14[ شودمی

 شدهدادهشانن( 2) رابطهدر  شکل است رییدر طول تغ یانرژ دادن دست از یبه معناکه  یمنف یشده توسط عنصر سخت دیتول لیپتانس

 است.

                                                   
1 Scopus 
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(1)  𝑘 = −
𝐹

𝐷
 

(2)  𝑈 = −
1
2
𝑘𝐷2 

 جسم است. سختی 𝑘شکل و  رییتغ 𝐷اعمال شده،  یروین 𝐹که 

 یداریپاستون  که در آن مشاهده شد های شکست ستون عنوان یکی از حالتهها بکمانش ستون دهیپد دردر ابتدا  یمنف یسخت

  ]. 15[ دهدمیشکل از دست  رییتغ یناگهان شیخود را با افزا

 یطراح 1957کاهش ارتعاش در سال  یرا برا یزمیکرد و مکان شنهادیرا پ یمنف یمفهوم سخت بارنیاول ی( برا1957) مولینوکس

 افتیحال، او در نیاستفاده کرد. با ا یمنف یسخت ایجاد حالت یبرا یانرژ رهیبه عنوان عناصر ذخ خطی مایلکرد. او در ابتدا از دو فنر 

را  یفنر عمود کیرو، او  نیشود. از ایبزرگ م هایتغییر شکلمنجر به  رایز ستیبزرگ مناسب ن یبارها یبرا یمنف یسخت تگاهکه دس

 تیبدون ظرف و  داریناپا یمنف یکه عنصر سختوجه داشت باید تدستگاه وارد کرد.  نیبه ا یداریحفظ پا یمثبت برا سختی جادیا یبرا

توان به می همزمان سختی مثبت به همراه سختی منفی گیریکارا بهرو، ب نی. از اجداسازی ارتعاش انجام دهدتواند یاست و نم یباربر

 های مطلوبی از ارتعاشات دست یافت.جداسازی

با خواص  یتی. مواد کامپوز]16[ قابل قبولی شوندهای موجب جداسازی توانندیم یمنف یکنترل سخت هایروش ،در عین حال

 ].17[د پیشنهاد دادن یمنف ضریب بالک و مدول یانگارائه  یبرا های جدیدیروش یمنف یسخت

 ایجاد سختی منفی با استفاده از فنر  -3

طرحی را بر مبنای  (1957) مولینوکس. شودیفشرده استفاده م شیپ یفنرهامعمولاً از  جداسازهای ارتعاشی سختی منفیدر 

در این شکل، نیروی بازگرداننده ترکیبی از نیروی فنرهای عمودی و افقی است و به صورت زیر به  (.(2)سه فنر پیشنهاد کرد )شکل 

  آید:دست می

(3)  𝑓 = 𝑘2𝑥 + 2𝑘1 (
√ℎ2 + 𝑎2

√𝑎2 + (ℎ − 𝑥)2
− 1) (ℎ − 𝑥) 

 محل نصب فنرها هستند.مربوط به  ℎو  𝑎مایل و عمودی و فنر  سختی بیبه ترت 𝑘2 و 𝑘1که در آن 

 

 
 ].18[بعد بدون یتخ)ب( س ؛کیشمات شی: )الف( نماهدستگاه سه فنر. 2شکل 

 آید.به دست می ستمیس یسخت (𝑥) جایی سیستمهجاب به (3) رابطهاز تقسیم 
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(4)  𝐾 = 𝑘2 − 2𝑘1
√ℎ2 + 𝑎2

√𝑎2 + (ℎ − 𝑥)2
+ 2𝑘1(ℎ − 𝑥)

2 √ℎ2 + 𝑎2

(𝑎2 + (ℎ − 𝑥)2)1/5 

گیرند. در این حالت تمام نیروی وزن شود، فنرهای مایل به حالت افقی قرار میمی ℎبرابر با  𝑥جایی هکه مقدار جاب هنگامی

𝑥)در نقطه تعادل  (،ب)2 در شکل .]4 [شودسیستم توسط فنر عمودی تحمل می = در حالی که  ؛، سختی سیستم برابر صفر است(0

بر  قاتیتحق یسر کیکارلا و همکاران گویند. می دینامیکی پایین-به این پدیده، سختی استاتیکی بالاباشد. سختی استاتیکی بالا می

 .]4 [ندرا به دست آورد نهیبه ینسبت سخت ند و ادمدل انجام د نیا یرو

اند فرض ساخته شده نیبر ا سختی شبه صفربا مشخصه  جداسازهای ارتعاشی سختی منفیاکثر مطالعات انجام شده در مورد 

 لی، در عمل، به دلحالنیبرابر با صفر است، ثبات را حفظ کنند. باا یکینامید یتخکه س یتعادل تیتوانند در موقعیها مدستگاه نیکه ا

 زیبرانگنظر چالش تعادل بار در نقطه تعادل مورد جادیبه صفر و ا یکل یسخت میتنظ ط،یمح رییتغ نینصب و همچن ،نقص در ساخت

کند. به طور مشابه،  جادیا یاز سختی منف یترتواند محدوده بزرگیتر مکوچک هینقص اول ثابت کردند (2013و همکاران ) ویاست. ل

دست هب یجرم نام باآن را  سختیو  روین رییتغ نیو قوان ندکرد یطراح جداساز ارتعاشی سختی منفی کی( 2014هوانگ و همکاران. )

 یاضافه بار بوده است. هم سخت دارای شده و جرم اعمال شده یطراح هیبا نقص اول ییجدار نازک مفصل لولا ریدو ت، (3). در شکل ندآورد

 شود.یناخواسته م یبالا یعیدهد که منجر به فرکانس طبیم شیکل دستگاه را افزاسختی و هم ناقص بودن بار، 

 

 
 ].19[ ییجاهجاب-یتخ)ب( مشخصه س ؛کیشمات شیکمانش: )الف( نما شیپ ییمفصل لولا . جداساز ارتعاشی سختی منفی با3 شکل

 سیبا استفاده از مغناط جداساز ارتعاشی سختی منفی  -4

( آمده 5که در رابطه ) طورهمانبا مجذور فاصله نسبت معکوس دارد،  یااستوانه یدو آهنربا نیب یسیمغناط یروین که ییآنجا از

به کار  جداسازهای ارتعاشی سختی منفیتوسعه  یبرا یبیترک یها و آهنرباهاسیالکترومغناط ،یدائم یمانند آهنرباها س،یاست، مغناط

 ]. 20[ روندیم

(5)  𝐹(𝑥) ≈
𝜋𝜇0

4
𝑀2𝑅4 [

1
𝑆2 +

1
(𝑆 + 2𝐿)2 −

2
(𝑆 + 𝐿)2] 

با است که برابر  ءخلا یرینفوذپذضریب  𝜇0 و دو آهنربا نیفاصله ب 𝑠آهنرباها،  شدت میدان مغناطیسیشعاع، طول و  𝑀و  𝑅 ،𝐿که 

4𝜋 × 10−7𝑇𝑚/𝐴 .است 

 شودیم جادیا ینسب ییجاجابهدر همان جهت  یسیمغناط یرویاختلاف ن کی، شودیتعادل خارج م تیکه آهنربا از موقع یهنگام

برای جداسازی ارتعاشات مناسب  ، آهنرباها راانتقال نیرو بدون تماس و عدم ایجاد سر و صدا یژگی. وکندیمکمک  یکه به حرکت نسب

جداسازهای  جادیا یبرا ،چیپمیس یفنرهامثل  مثبت یعناصر سخت ریبا سا ایکار کنند  ییتنهابهتوانند یم یسیمغناط ی. فنرهاسازدمی

 استفاده شوند. یسیمغناط ارتعاشی سختی منفی
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 سختیو  یرخطیغ یروین ییجاتا مشخصه جابه ندکرد یرا طراح جداساز ارتعاشی سختی منفی کی( 2007و همکاران ) زونویم

جداساز  کی( 2008کارلا و همکاران ). ایجاد کند چیپمیس یو فنرها یدائم یآهنرباها بیترک یسازنهیبه قیبالا را از طر یکیاستات

 داریپا یرا برا یمثبت یسخت یعمود چیپمیسدو فنر ]. 21[ کردند ایجاد یکیمکان یمتشکل از فنرها و آهنرباها ارتعاشی سختی منفی

( 2013و همکاران ) ی. لکندیم ترعیسرو  ترآسانو تراز را  می. نوار صاف تنظکندیمتحمل بار فراهم  تیدستگاه و بهبود ظرف داشتننگه

 یمنف سختی جادیا یبرا یکیستلا یغشاها یکشش یروهایکه از ن ندکرد یرا طراح جداساز ارتعاشی سختی منفی یسیمغناط قیتعل

توانند یم یکیلاست یکردند که غشاها دییتأ یانجام دادند و به طور تجرب نهیساختار به نییتع یرا برا ی. آنها مطالعه پارامترشدیماستفاده 

 .دهند کاهش درصد 50را تا  یعیفرکانس طب

. با ندکرد یطراح یاحلقه یو دو آهنربا کیکوچک با فنر پنومات جداساز ارتعاشی سختی منفی کی( 2015شان و همکاران )

را کاهش  تشدیدتواند فرکانس یدستگاه م نیشود. ایتعادل صفر م تیکل در موقع یتخس ،یسیو فنر مغناط کیفنر پنومات سختی میتنظ

است.  ادیز یناکاف ییرایم لیبه دل تشدید هیدر ناح یریپذانتقالبیشینه حال،  نیدارد. با ا ییحمل بار بالا تیدهد و به طور همزمان ظرف

بودن  کسانیبه  یآن به طور قابل توجه ییجاهو جاب یتخ، رابطه سحلقوی یشده با آهنرباها یطراح جداساز ارتعاشی سختی منفی یبرا

 یشتریباشند نوسان ب یدو آهنربا با ارتفاعات متفاوت نیا هک یزمان میزان سختیدارد.  یبستگ یو خارج یداخل ینبودن ارتفاع آهنرباها ای

 جداسازهای ارتعاشی سختی منفیکرد. به عنوان مثال،  نیگزیجا یکیالکتر یتوان با آهنرباهایرا م یدائم یدر واقع، آهنرباها]. 22[دارد 

کنترل  یدائم یسیمغناط ستمیبا س سهیمقا رشدند. د یطراح یکیالکتر یبا آهنرباها یدائم یآهنرباها بیبا ترک یدیبریه یسیمغناط

 ]. 23] ,[24[قابلیت کنترل بهتری داشته باشندتوانند یهستند و م دارتریپا یدیبریه یسیمغناط یهاستمیس رفعال،یشده غ

 شرح مدل پیشنهادی  -5

 سختینشان داده شده است. هر سازه  (4)در شکل منفی  سختیشامل دو سازه متقارن  سختی منفی مدل پیشنهادی سیستم

شود . یک سر فنر افقی به دیوار ثابت میاست  𝑎ای به طوله صورت سری با میلهب  𝐾ℎیسختدارای است که یک فنر افقی شامل  منفی

کند. پین راهنمای متصل است که در صفحه افقی روی دو ریل موازی آزاد حرکت میدر حالی که سر دیگر آن به پین راهنمای لغزنده 

شود. متصل می 𝑀شود. انتهای دیگر میله به وسیله مفصل لولا به تجهیزات جداسازی )جرم( با وزن لغزنده به یک انتهای میله متصل می

تجهیزات جداسازی اجازه دارند در امتداد مسیر کشویی در صفحه  تواند در اطراف مفصل لولا بچرخد. بر اساس پیکربندی ساده،میله می

 تنظیم کرد. (𝑎)و طول میله  𝑏توان با تنظیم فاصله دینامیکی را می سختیعمودی حرکت کنند. 

نظر کنیم، در حالت افقی بودن  چنانچه از جرم جسم صرف، نیچخطدر ابتدا، در موقعیت تعادل استاتیک ارائه شده توسط 

 .ها، سیستم در حالت تعادل استاتیکی قرار داردبازو

 

 .مدل پیشنهادی سیستم سختی منفی .4شکل 
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 یشنهادیمدل پ یکیمشخصه مکان  -6

 یساختار سختی منف  6-1

 مطابقشود. یگرفته م دهیناد جداسازی زاتیوزن تجه نجا،ی. در اتدر نظر گرفته شده اس (شکل مانند  یمنف سختیساختار 

 نیا نتیجهشود. یجا مهجاب نییمخالف است به سمت پا ییجاهکه با جاب 𝐹 یروین لهیبه وس هیاول تیاز موقع 𝑥، جرم به مقدار (4)شکل 

 د.نگذاریجرم اثر م ید که بر رونکنیم جادیا یبازگرداننده عمود یرویفشرده شده و دو ن ی،که دو فنر افقاست 

  است: ریبه شرح ز یدر جهت عمود جداسازی زاتیتجه یانجام شده بر رو یکل کار مجاز

(6)  𝛿𝑈 = 𝐹𝛿𝑥 − 2𝐹ℎ 𝑡𝑎𝑛(𝛽) 𝛿𝑥 

 را به دست آورد: ریمعادله زتوان یم یبا استفاده از اصل کار مجاز

(7)  𝐹𝛿𝑥 − 2𝐹ℎ 𝑡𝑎𝑛(𝛽) 𝛿𝑥 = 0 

𝐹ℎن که در آ = 𝐾ℎ(𝐿𝑜 − 𝐿ℎ) است، یفنر افق یرونی 𝛽 به افق بر حسب درجه استنسبت  لهیم هیزاو،𝐿𝑜   و𝐿ℎ و  اولیه طول بیبه ترت

 .هستند یافق یدلخواه فنرها تیدر موقع ثانویهطول 

 :کرد نییتع زیر صورتتوان بهیرا م 𝛽 هیدلخواه، زاو تیموقع کیدر 

(8)  𝑡𝑎𝑛(𝛽) =
ℎ𝑖𝑑 − 𝑥

𝑏 − 𝐿ℎ
 

 که در آن

(9) 𝐿ℎ = 𝑏 − √𝑎
2 − (ℎ𝑖𝑑 − 𝑥)

2 

(10)  ℎ𝑖𝑑 = √𝑎
2 − (𝑏 − 𝐿𝑜)

2 

به صورت زیر حاصل  ستمیس ندهبازگردان یروین (7) رابطه در  (𝐹ℎ)فنر یافق یروینو  (10)و  (9)، (8)روابط  ذاریگیجابا 

 شود:می

(11)  𝐹 = 2𝐾ℎ

(

 
𝐿𝑜

√𝑎2 − (√𝑎2 − (𝑏 − 𝐿𝑜)
2 − 𝑥)2

−
𝑏

√𝑎2 − (√𝑎2 − (𝑏 − 𝐿𝑜)
2 − 𝑥)2

+ 1

)

 (√𝑎2 − (𝑏 − 𝐿𝑜)
2 − 𝑥) 

 :شودبعد کردن نیروی بازگرداننده سیستم تعریف میبدون  منظوربه ریبدون بعد ز یپارامترها

(12)  �̂� =
𝐹

𝐾ℎ𝐿𝑜
 

(13)  �̂� =
𝑥

𝐿𝑜
 

(14)  𝛾1 =
𝑎

𝐿𝑜
 

(51)  𝛾2 =
𝑏

𝐿𝑜
 

(61)  ℎ̂𝑖𝑑 = √(
𝑎

𝐿𝑜
)
2

− (
𝑏

𝐿𝑜
− 1)

2

= √𝛾1
2 − (𝛾2 − 1)

2 
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بدون بعد فنر  هیشکل اول رییتغ  ℎ̂𝑖𝑑،یکربندیپ یپارامترها  𝛾2و  𝛾1بعد،بدون  ییجابجا  �̂�بدون بعد، ندهبازگردان یروین  �̂�که

 .است جرم تا وارید فاصله  𝑏و لهیطول م 𝑎 ،یعمود

 شود:زیر حاصل می صورتبه سیستم بدون بعد بازگرداننده یروین ،(11) تعریف شده در رابطه بدون بعد یرهاتپارام یگذاریجابا 

(17)  �̂� = 2

(

 
1

√𝛾1
2 − (ℎ̂𝑖𝑑 − �̂�)

2
−

𝛾2

√𝛾1
2 − (ℎ̂𝑖𝑑 − �̂�)

2
+ 1

)

 (ℎ̂𝑖𝑑 − �̂�) 

 .دهدیرا نشان م  (�̂�)بعدبدون  ییجابجاو   (�̂�)بعدبدون بازگرداننده  یروین نیب کیپارامتر یوابستگ ،(17)رابطه 

 شود: ، به صورت زیر حاصل می(17) رابطهقراردادن ی برابر صفر ازابهاستاتیکی  تعادل تیموقع

(18)  �̂�𝑒 = ℎ̂𝑖𝑑 

 اب یعمودفنر  سختیدانست که موقعیت تعادل استاتیکی را در  سختی لازم است مقدارصفر،  سختیبا  ستمیس کی جادیا یبرا

 :دیآیدست مه ب (18) رابطهابتدا مشتق به این منظور، شود.  میآن تنظ

(19)  𝐾 =
𝐾

𝑘ℎ
= 2

(

 
(ℎ̂𝑖𝑑 − �̂�)

2
(𝛾2 − 1)

(𝛾1
2 − (ℎ̂𝑖𝑑 − �̂�)

2
)
3 2⁄
−
(1 − 𝛾2) + √𝛾1

2 − (ℎ̂𝑖𝑑 − �̂�)
2

√𝛾1
2 − (ℎ̂𝑖𝑑 − �̂�)

2

)

  

�̂�𝑒با جایگذاری = ℎ̂𝑖𝑑   تعادل ا تیمعادل بدون بعد در موقع سختی، (19)در رابطه( ستاتیکی𝐾𝑆𝐸𝑃به صورت زیر حاصل می ):شود 

(20)  𝐾𝑆𝐸𝑃 =
𝐾

𝑘ℎ
= 2(

𝛾2 − 𝛾1 − 1

𝛾1
) 

کند. بیان میبه ترتیب میزان سختی را در راستای عمودی بر حسبت پارامترهای هندسی و موقعیت سیستم  (20)و  (19)روابط 

میزان سختی را در  (20)از حالت تعادل، سختی معادل را به دست آورد. همچنین رابطه  𝑥توان در  هر نقطه با استفاده از این روابط می

 دهد.نقطه تعادل به دست می

 گیرینتیجه  -7

که در این که فنرهایی در این مقاله به  بررسی رابطه سختی منفی یک مکانیزم شامل سه عضو و دو فنر پرداخته شده است. با 

کنند، نیروی بازگرداننده است خاصیت خطی دارند، اما به خاطر نوع نیروهایی که فنرها در جهت عمودی وارد میمکانیزم استفاده شده 

فنرها در جهت عمودی به صورت غیرخطی خواهد بود و در نتیجه سختی معادل در جهت عمودی غیرخطی خواهد شد. روابط مربوط به 

 کل مجموعه بر حسب پارامترهای سیستم در نقطه تعادل به دست آمد. نیروی عمودی استخراج شد و در نهایت میزان سختی 
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