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 چکیده 

مواد مدرج تابعی مواد نسبتا جدید و    ورق تاخورده از جنس مواد مدرج تابعی مورد بررسی قرار گرفت.ارتعاشات  در این مطالعه  

پیوسته تغییر می  پیشرفته از سطحی به سطح دیگر به طور  ناهمگن هستند که خواص مکانیکی  های  ورق   کند. با ساختاری 

های تاخورده  ی ساخت پایین در صنعت بسیار پرکاربرد هستند. از جمله کاربردهایی که اخیرا ورق تاخورده به دلیل هزینه ها

نخست ثابتهای الاستیک و    باشد.های رادار گریز نسل پنجم میهای تاخورده در ساخت جنگندهی ورق اند، استفادهپیدا کرده

از اصل همیلتون، معادلات دینامیکی حاکم و   چگالی ورق تاخورده از جنس مواد مدرج تابعی در نظر گرفته شد. با استفاده 

لبه لبهشرایط مرزی در  در  پیوستگی  نظر گرفتن شرایط  با در  بدست آمد.  از هم  برای دو ورق جدا  معادلات  ی تاخورده،  ها 

تفاضل مربعات این    -با استفاده از روش حل ترکیبی لوی.  اندشده  حاکم، شرایط مرزی و معادلات پیوستگی در هم دیگر تنیده

از حل مسئله مقدار ویژه، فرکانس تابعی بدست آمد.  معادلات حل گردید و با استفاده  های طبیعی ورق تاخورده مواد مدرج 

ی المان محدود تحلیل گردید. مقایسه نتایج المان محدود با حل  سازی بر پایهافزار شبیه ورق تاخورده مواد مدرج تابعی در نرم

 این مسئله و روش حل تحلیلی از دقت خوبی برخوردار است. تفاضل مربعات نشان داد که مدل سازی ریاضی  -ترکیبی لوی
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 مقدمه -1

برجستهورق  دارند.  فراوانی  کاربرد  هوافضا  صنعت  همانند  مختلفی  صنایع  در  تاخورده  ورق های  مزیت  به  ترین  نسبت  تاخورده  های 

ها از ها است به خصوص زمانی که جنس این سازه ای، ساخت آسان و ارزان این سازهی استوانههای منحنی شکل همانند پوسته پوسته

باشد که خواص مکانیکی آن به طور  نوعی مواد کامپوزیتی با ریز ساختار ناهمگن می  1( FGM)  مواد مدرج تابعی مواد کامپوزیتی باشد.  

از یک سطح به سطح دیگر تغییر می از مواد همسانگرد همانند فلز و سرامیک ساخته می  کندپیوسته  از فلزات شودو غالبا  . استفاده 

( توسط FGMمفهوم )اولین بار تواند مقاومت حرارتی را بهبود ببخشد. ها میتواند عملکرد مکانیکی را بالا ببرد و استفاده از سرامیکمی

با رشد روز افزون فناوری ساخت مواد پیشرفته همانند مواد مدرج تابعی  به طور    .]1[برای مقاومت حرارتی توسعه داده شد    2کویزومی 

های مختلفی توسط دانشمندان برای بررسی رفتار نظریه  .]2[گسترده در صنایعی همانند هوافضا و مهندسی خودرو به کار گرفته شد  

. بر این اساس ضروری استسازی و تحلیل ورق با ضخامت متوسط  در نظر گرفتن اثر تغییر شکل برشی در مدل  ها توسعه یافت.ورق 

میندلیننظریه ورق  نظریه  مانند  ردی  3هایی  ورق  نظریه  است.    4و  داده شده  نظریهتوسعه  اساس  ورق بر  مکانیکی  رفتار  ورق،  ها  های 

حل دقیق ارتعاشات ورق مستطیلی از مواد مدرج تابعی  هایی بررسی گردید.  در طی پژوهش   ]6و  5  [ارتعاشات    و]4و  3  [همانند خمش  

ی بالا و با استفاده از روش حل المان محدود  براساس تئوری غیر محلی مرتبه  .]7[  توسط حسینی هاشمی و همکاران استخراج گردید

از جنس ویسکوالاستیک نانو صفحه  قرار گرفت  مدل  یک  ارتعاشاتی  تحلیل  و مورد  کامپوزیتی   دینامیکیپاسخ    .  ]8[سازی شد  ورق 

الاستیک  مگنو پاسترناک  یرو  بر  الکترو  ویسکو  بالا    5بستر  مرتبه  غیرمحلی  نظریه  اساس  بر  انفجار  بارگذاری  آمدتحت    . ]9[  بدست 

براساس نظریه مرتبه بالاتر برشی و با استفاده از روش حل   های گرافن،مدرج تابعی تقویت شده با لایهاز مواد  ارتعاشات آزاد یک ورق  

ور در  در پژوهشی دیگر، حل دقیقی برای ارتعاشات حرارتی ورق از مواد مدرج تابعی چند جهته غوطه.  ]10[المان محدود تحلیل شد  

شد   ارائه  منحنی    تجزیه.  ]11[آب  نانوتیرهای  ارتعاش  تحلیل  شدهو  بندی  درجه  مواد  با  از  الاستیک  بستر  روی  متخلخل  تابعی  ی 

های تخت و تاشده در یک محیط  همچنین در پژوهشی دیگر رفتار دینامیکی ورق  . ]12[د  انجام ش   6استفاده از روش عددی ریلی ریتز

نظریه از  استفاده  با  جمله گرمایی  چند  غیر  برشی  شکل  تغییر  شد  ی  بررسی  تحلیل  ]13[ای  برای  ورق،  بالاتر  مرتبه  نظریه  یک  از   .

 .  ]14[دینامیک گذرا صفحات کامپوزیت تاخورده تحت بارگذاری مختلف استفاده شد  

تفاضل مربعات   -ی مدرج تابعی بر اساس نظریه اول تغییر شکل برشی به روش حل ترکیبی لویدر این پژوهش به بررسی ورق تاخورده

افزار  با  پرداخته شده است.   نرم  از  از روش تفاضل استفاده  نتایج حاصل  المان محدود تحلیل شد و  کامسول ورق مورد نظر به روش 

ی تاخوردگی بر همچنین اثر تغییر ضخامت ورق، تغییر طول و تغییر زاویه  صحه سنجی شد.نرم افزار  حاصل از  مربعات بر اساس نتایج  

   فرکانس طبیعی ورق تاخورده مواد مدرج تابعی بررسی گردید.  

 های هندسی و مادی ورق تاخورده ویژگی -2

همانطور که نشان  کند.  مواد مدرج تابعی را توصیف می  (الف.  1)شکل    شود.مدرج تابعی در نظر گرفته می  ورق تاخورده از مواد

کند. تغییر خواص ماده به مرور و با تغییر  ورق از یک سطح به سطح دیگر از سرامیک به فلز تغییر جنس پیدا می  جنس  داده شده است

 باشد. خواص سرامیک و یا خواص فلز می  با پذیرد و تنها در ابتدا و انتهای ضخامت ورق، خواص کاملا مطابقضخامت ورق انجام می 
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 ب( شماتیک و مشخصات هندسی ورق تاخورده     FGM یشماتیکی از مادهالف(  .1شکل 

 

به ترتیب به طول قسمت اول و طول   2Lو  1Lیک ورق تاخورده از جنس مواد مدرج تابعی نشان داده شده است.    (ب  .1کل )در ش

. نشان داده شده است  βی تاخوردگی ورق با  باشد. زاویهی عرض ورق تاخورده مینشان دهنده  aشاره دارد. همچنین  اقسمت دوم ورق  

که به ترتیب    شودگاه ساده در نظر گرفته میبه صورت دو انتها آزاد و چهار لبه دیگر به صورت تکیه  شرایط مرزی در حل این مسئله

-( محاسبه می1به صورت روابط )  FGMهای الاستیک ورق  ثابتنشان داده شده است.    Ssو  Fگاه ساده در شکل با  ی آزاد و تکیهلبه

 شود.   

 

1

1

2 2
( )( ) , ( )( )

2 2

2(1 )

+ +
= − + = − +

=
+

n

c m m c m m

z h z h
E E E E

h h

E
G

   



 (1) 

 

( روابط  نشان  νو  E،  G  ،ρ  ،h(  1در  ترتیب  پواسون میدهندهبه  و ضریب  برشی، چگالی، ضخامت ورق  یانگ، مدول  مدول  باشند.  ی 

  ی سرامیک و فلز اشاره دارند. به ترتیب به ماده mو cهای همچنین اندیس

 شود.  بیان می (2)ی مطابق با رابطهبراساس نظریه اول تغییر شکل برشی  FGM ی درایه های ماتریس سفتی برای صفحه
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آید که به های ورق بدست میمعادلات حاکم بر ورق و شرایط مرزی در لبه ،(7سازی انرژی )اصل همیلتون با استفاده از اصل کمینه

 گردد. ( بیان می3ی )صورت رابطه
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ی باشد. مقادیر انرژی جنبشی و پتانسیلی مطابق با رابطهبه ترتیب بیانگر انرژی پتانسیلی و انرژی جنبشی می kTو kU، (3ی )در رابطه

 آید.  ( بدست می4)
 

 
7 Hamilton Principle  

 الف ب
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(  5های مختلف ورق مطابق با روابط )ی حاکم برای قسمتگیری جزبه جز پنج معادله( و به کمک انتگرال4(و )3روابط )با استفاده از 
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 آید.  ( بدست می6ی )های نیرو و ممان اشاره دارند که مطابق با رابطهها به ترتیب به منتجهMها و N(، 5ی )در معادله
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-( بدست می7ی )های اینرسی مطابق با رابطههمچنین ممان باشد.می 6/5ا  باشد و برابر بضریب تصحیح برشی می  sKی فوق در رابطه

   آید.
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  آید. ( بدست می8ی )( رابطه5ی )( در رابطه6ی )با جایگذاری رابطه
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 در جایی که  
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توان کند. با استفاده از این اصل میهای ورق تعیین می اصل همیلتون علاوه بر معادلات حاکم بر ورق، شرایط مرزی را در لبه

ی حاضر شود. در مطالعهها تعیین کرد. برای ورق تاخورده برای شش لبه شرایط مرزی  اعمال میشرایط مرزی را برای همه سناریو 

 در نظر گرفته شده است.   FSsSsFSsSsشرایط مرزی 

 

 ها kx محور امتداد در  هاساده در لبه گاههیتک یمرز طیشرا
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 ها ky محور امتداد در  هاساده در لبه گاههیتک یمرز طیشرا

 
(11)      0x y y y y x y y yk k k k k k k k k
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ها اشاره دارد. همچنین در مرز اتصال بین دو ورق به یکدیگر شرایط پیوستگی  به شرایط مرزی ورق در لبهفوق    همعادلدو  در  

 شود.  ( بیان می12ی )جایی، پیچش، نیرو و ممان حاکم است. این شرایط به صورت رابطهجابه
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لوی ترکیبی  حل  از  ادامه  می  -در  استفاده  مربعات  استفادهتفاضل  با  روش  از  شود.  صورت    ،این  به  مرز  و  دامنه  در  معادلات 

 آید. ی جبری زیر بدست میمعادله
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 .شودمی با تبدیل معادله فوق به فرم استاندارد مسئله مقدار ویژه و حل آن، مقدار فرکانس طبیعی حاصل  

 صحه سنجی -3

ورق تاخورده در نرم افزار ، FGMی  تفاضل مربعات برای ورق تاخورده  -سنجی نتایج حاصل از حل ترکیبی لوی  به منظور صحه

مشخصات هندسی و مادی  باشد.  می   60000ها در این تحلیل  تعداد المان  . گردیدبه روش المان محدود تحلیل    8کامسولسازی  شبیه

با جدول   ویژگیمی   1ورق مطابق  این جدول میها در همهباشد.  اساس  بر  نتایج  پارامتر ذکر گردد.  ی  تغییر  اینکه  مگر  شرایط باشد 

  باشد.می FSsSsFSsSs  ی نتایج به صورتمرزی در همه

 

 مشخصات هندسی و الاستیک ورق تاخورده  . 1 جدول

Ec (GPa) Em (GPa) ρc (kg/m3) ρm (kg/m3) ν L1 (m) L2 (m) a (m) h (m) β(deg) 

380 70 3800 2702 0.3 0.1 0.1 0.1 0.003 120 

  

مطابق با    1ورق تاخورده مواد مدرج تابعی براساس مقادیر در نظر گرفته شده در جدول  عرضی  نخست  فرکانس طبیعی    چهار

از حل نرمبدست آمد. مقایسه  2جدول   نتایج حاصل  با  از روش تفاضل مربعات  نتایج حاصل  المان محدود،  ی  اساس روش  بر  افزاری 

می که مدلنشان  است.  دهد  برخوردار  قبولی  قابل  دقت  از  مسئله  این  بر  مربعات  تفاضل  عددی  روش  از  استفاده  و  ریاضی  اما  سازی 

 های عددی هستند.   تواند ناشی از این باشد که هم روش تفاضل مربعات و هم روش المان محدود، هر دو جزو روشاختلافات می

 

 β=180 برای زاویه ی نتایج حاصل از روش تفاضل مربعات و المان محدودمقایسه. 2 جدول

Hz  فرکانس )2وHz     Hz  )1 (1و1)  فرکانس  (4و1) فرکانس   (1و3) فرکانس   

Hz 

 
8 Comsol  
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 5853.9 3832.1 1625.7 1364.1 المان محدود 

 5732.6 3461.1 1742.8 1188.5 تفاضل مربعات

 2 9.6 7 12.8 درصد خطا

 

 نتایج  -4

های طبیعی آن اثر گذار باشد. برای بررسی این موضوع هر تواند در فرکانس می  FGMتغییر پارامترهای هندسی ورق تاخورده از جنس  

بقیه ماندن  ثابت  و  پارامتر  یک  تغییر  با  جدول  بار  با  مطابق  پارامترها  می،  1ی  بدست  برحسب نتایج  طبیعی  فرکانس  نمودار  و  آید 

 گردد.   مورد نظر رسم می عرضی ورق تاخوردهتغییرات پارامتر مورد نظر در چهار مود نخست 

 

  

 

 ( hتغییرات فرکانس برحسب تغییرات ضخامت ورق ) نمودارب(   2Lالف( نمودار تغییرات فرکانس برحسب تغییرات  .2شکل 

 ( βیرات فرکانس برحسب زاویه تاخوردگی )ینمودار تغج( 

 

کند. همچنین طول ورق، فرکانس طبیعی کاهش پیدا می  نشان داده شده است با افزایش  (الف  .2)همانطور که در نمودار شکل  

های طبیعی  ، فرکانس (ج.  2شکل )شود. مطابق نمودار  ، افزایش ضخامت باعث افزایش فرکانس طبیعی می(  ب  .2شکل )  نمودار  مطابق

ی تاخوردگی به صورت کلی ابتدا باعث افزایش فرکانس  شود که کاهش زاویهمشاهده می  ،ی تاخوردگی رسم گردیده استبرحسب زاویه 

   ماند.  طبیعی شده و سپس فرکانس طبیعی تقریبا ثابت می

 الف ب

 ج 
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 گیری نتیجه -5

ی مواد مدرج تابعی مطابق با آنچه بیان شد بر اساس نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول و به روش  ورق تاخوردهارتعاشات آزاد  

 نتایج به صورت زیر است: تفاضل مربعات تحلیل شد.  -لوی

 تفاضل مربعات با نتایج حاصل از نرم افزار کامسول تطابق قابل قبولی دارد.  -نتایج حاصل از روش حل لوی .1

 کند.  کاهش پیدا می  فرکانس طبیعی ورق تاخورده  ،با افزایش طول ورق .2

 کند.  با افزایش ضخامت ورق، فرکانس طبیعی افزایش پیدا می  .3

 .  ند مایثابت م بایو سپس تقرافزایش  یعیابتدا فرکانس طب یبه صورت کل یتاخوردگ یهیکاهش زاوبا  .4
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