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 چکیده

ها که های مختلف و رفتارهای مختلف ارتعاشاتی، میلهباشد. در بین سازهها، رفتار ارتعاشاتی آنها مییکی از رفتارهای مهم سازه

باشند. از طرف دیگر، تفاوت آیند و رفتار ارتعاشات محوری آنها، از اهمیت بالایی برخوردار میحساب میسیستمی یک بعدی به 

شود توجه پژوهشگران در حوزه نانو بیشتر باشد. به همین دلیل، در این کرو سبب میها در مقیاس نانو با مقیاس مارفتار سازه

ها بصورت تئوری ساده مدل شده و از تئوری الاستیسیته باشد. نانومیلهها میمقاله هدف بررسی ارتعاشات آزاد محوری نانومیله

در این مقاله، سعی شده است با استفاده از یک روش جدید، معادله حرکت دوفازی برای بررسی تاثیر مقیاس استفاده شده است. 

ی طبیعی و هاو فرکانس حل شده است حرکت بصورت دقیق و تحلیلی معادله در فضای الاستیسیته دوبعدی ارایه گردد. سپس

های طبیعی بررسی نسبر فرکا پارامتر دوفازیمقدار نوع شرط مرزی و  ،اثرات طول ،این مقالهدر . اندشکل مودها استخراج شده

های پیشین صورت ای بین دستاورهای این پژوهش و پژوهشبرای بررسی صحت و درستی معادلات و نتایج، مقایسه شده است.

چنین سعی دهد. همگرفته است. حاصل این مقایسه، صحت و دقت بسیار بالای روش حل و معادلات بدست آمده را نشان می

 شده است نتایج جدیدی که پیشتر ارایه نشده است برای استفاده محققان ارایه گردد.

  .رکانس طبیعیف؛ نانومیله؛ تئوری دوفازی؛ : ارتعاشات محوریکلمات کلیدی
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 مقدمه -1

ها داشته فتار نانوسازهای به بررسی رهای در مقیاس ماکرو، سبب شده است پژوهشگران توجه ویژهها با سازهتفاوت رفتار نانوسازه

های مختلفی مانند تئوری الاستیسیته سطح، تئوری الاستیسیته غیرمحلی، تئوری گرادیان کرنش، ئ تئوری بدین منظور، تئوریباشند. 

 .الاستیسیته دوفازی ارایه شده است

الاستیسیته دوفازی تطابق بهتری با های تئوری نشان داده است که نتایج تئوری مقایسه نتایج تجربی با نتایج حاصل از پژوهش

ارتعاشات عرضی نانوتیرهای مدل شده با استفاده از تئوری  [1]فرناندز و زارئا های تجربی دارد. در این راستا، نتایج حاصل از پژوهش

رفتار ارتعاشات پیچشی  [2]همکاران در پژوهش دیگری، بارتا و برنولی را با استفاده از تئوری الاستیسیته دوفازی بررسی نمودند. -اویلر

نیز رفتار کوپل محوری و پیچشی را با استفاده  [3]آپوزو و همکاران ها را با استفاده از تئوری الاستیسیته دوفازی بررسی نمودند. نانومیله

بررسی شده  [4]هاشمی و همکاران -از این تئوری بررسی نمودند. رفتار ارتعاشات عرضی نانوتیرها ویسکوالاستیک نیز توسط حسینی

رفتار ارتعاشات آزاد غیرخطی عرضی نانوتیرها را با استفاده از این تئوری و روابط گالرکین  [5]هاشمی -در ادامه، فاخر و حسینیست. ا

در پژوهش دیگری رفتار ارتعاشات آزاد عرضی نانوتیرهای انحنادار مدل شده بر اساس تئوری تیر  [6]واکارو و همکاران بررسی نمودند. 

رفتار ارتعاشات آزاد عرضی نانوتیرهای بدون انحنای  [7]هاشمی -فاخر و حسینی مودند. در پژوهش مشابه دیگری،تیموشنکو را بررسی ن

با استفاده از تئوری الاستیسیته دوفازی رفتار ارتعاشات  [8]گونای مدل شده بر اساس تئوری تیر تیموشنکو را مورد مطالعه قرار دادند. 

های مدل شده بر اساس تئوری رایلی با رفتار ارتعاشات آزاد محوری نانومیلهرا مورد مطالعه قرار داده است. آزاد نانوتیرهای جدار نازک 

هایی که حول نیز رفتار ارتعاشاتی نانومیله [10]. حاجی صادقیان و همکاران [9]استفاده از تئوری الاستیسیته دوفازی بررسی شده است 

رفتار ارتعاشات  [11]نژاد و اشرفیان . و نهایتا ناظممحور مرکزی خود دوران دارند را با استفاده از تئوری الاستیسیته دوفازی بررسی نمودند

شده با استفاده از تئوری ساده را به کمک روش حل عددی مربعات دیفرانسیل هارمونیک مورد بررسی قرار های مدل آزاد طولی نانومیله

که از روی رابطه انتگرالی تئوری غیرمحلی  ایها، معادله حرکت و شرایط مرزی بر اساس رابطه دیفرانسیلیدادند. در تمامی این پژوهش

تر پژوهش، هدف تبدیل معادله حرکت محلی به معادله حرکت دوفازی با یک روش ساده اما در ایناند. بدست آمده است استخراج شده

های به همین منظور، رفتار ارتعاشات آزاد محوری نانومیلهباشد. های ارتعاشاتی میباشد که قابلیت استفاده برای بسیاری از مسئلهمی

لعه خواهد شد. حل معادله حرکت بصورت تحلیلی انجام خواهد گرفت مدل شده با استفاده از تئوری ساده بر اساس تئوری دوفازی مطا

 ارایه خواهد شد. زادآ-و گیردار گیردار-ط مرزی گیردارایهای طبیعی و شکل مود به ازای شرو فرکانس

 مدلسازی مسئله -2

𝐿 (0به طول ای نانومیله ≤ 𝑥 ≤ 𝐿)  و شعاع𝑅  در نظر بگیرید. 1را مطابق شکل 
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یان میبصورت زیر بدر فضای الاستیسیته محلی یک نانومیله مدل شده با استفاده از تئوری ساده  و شرایط مرزی معادله حرکت

 :[11]شود 

(1) 𝜕𝑁(𝑥)

𝜕𝑥
− 𝜌𝐴 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) = 0 

(2) (𝑁(𝑥))𝛿𝑢|
𝐿
0
= 0 

𝑁(𝑥)که  = ∫𝜎 𝑑𝐴 باشد.می 

 شود:بصورت روابط زیر بیان میغیرمحلی -دو فازی محلی تئوری الاستیسیته

(3) 𝑡(𝑥) = 𝜅𝐶̅: 𝜀(𝑥) + (1 − 𝜅)∫𝛽(𝑥, 𝑥̅, 𝜅)
𝑉

𝐶̅: 𝜀(𝑥̅)𝑑𝑉̅ 

(4) 𝛽(𝑥, 𝑥̅, 𝜅) =
1

2𝜇
𝑒
−
|𝑥−𝑥̅|
𝜇  

روابط معادلی  کنندو اکثر مقالات در این حوزه از این روابط استفاده می ( که یک رابطه انتگرالی است3برای استفاده از رابطه )

 بصورت زیر برای معادله حرکت و شرایط مرزی پیشنهاد شده است:

(5) 𝐺(𝑥) = 𝑌(𝑥) + 𝐶∫ 𝑒𝜇|𝑥−𝑥̅|
𝑏

𝑎

𝑌(𝑥̅)𝑑𝑥̅ 

(6) 𝑌̈(𝑥) + 𝜇(2C − 𝜇)𝑌(𝑥) = 𝐺̈(𝑥) − 𝜇2𝐺(𝑥) 

(7) 𝑌̇(𝑎) + 𝜇𝑌(𝑎) = 𝐺̇(𝑎) + 𝜇𝐺(𝑎) 

(8) 𝑌̇(𝑏) − 𝜇𝑌(𝑏) = 𝐺̇(𝑏) − 𝜇𝐺(𝑏) 

( برای معادلات پیچیده بسیار مشکل است. به همین دلیل، در این مقاله، از مفهوم تئوری الاستیسیته دوفازی 6استفاده از رابطه )

های محلی و غیرمحلی است که دوفازی، تنش در یک نقطه، ترکیبی از تنششود. طبق تئوری الاستیسیته به شیوه دیگری استفاده می

 شود:بصورت زیر نمایش داده می

(9) 𝜎𝑇𝑃 = 𝜅1 ∗ 𝜎
𝑙 + 𝜅2 ∗ 𝜎

𝑁𝑙 

به ترتیب نشان دهنده  𝜅2و  𝜅1تنش محلی و تنش غیرمحلی بوده و  به ترتیب تنش دوفازی، 𝜎𝑁𝑙، و 𝜎𝑇𝑃 ،𝜎𝑙(، 9در رابطه )

𝜅1باشند بطوریکه رابطه های محلی و غیرمحلی میسهم هر یک از تنش + 𝜅2 = ( در المان 9اگر دو طرف رابطه ) باشد.برقرار می 1

 آید:( بدست میNمساحت ضرب شود و سپس انتگرال گرفته شود منتجه نیرو )

(10) 𝑁𝑇𝑃 = 𝜅1 ∗ 𝑁
𝑙 + 𝜅2 ∗ 𝑁

𝑁𝑙 

اشاره به این رابطه در فضای الاستیسیته غیرمحلی نیز لازم است. ارتباط بین منتجه تنش در فضای  علاوه بر توضیحات فوق،

 شود:محلی و غیرمحلی بصورت زیر بیان می

(11) Γ ∗ 𝑁𝑁𝑙 = 𝑁𝑙 

Γکه  = (1 − 𝜇2∇2)  ،2∇بوده و برای مسایل یک بعدی=
𝜕
2

𝜕𝑥2
 باشد.می 

شرایط مرزی یک نانومیله که بر اساس تئوری ساده مدل شده است را بر معادله حرکت و بر اساس توضیحات داده شده، اگر 

 های تنش دوفازی بصورت زیر در نظر بگیریم خواهیم داشت:اساس منتجه

(12) 𝜕𝑁𝑇𝑃(𝑥)

𝜕𝑥
− 𝜌𝐴(

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) = 0 

(13) (𝑁𝑇𝑃(𝑥))𝛿𝑢|
𝐿
0
= 0 

و شرایط مرزی نانومیله در فضای الاستیسیته  ( مشخص است شکل کلی معادله حرکت13( و )12های )طور که از رابطههمان

ای که باید به آن توجه شود تنها نکته .یکی باشد ن در فضای الاستیسیته محلیدوفازی باید با شکل کلی معادله حرکت و شرایط مرزی آ

( و 7ن این کسری، از روابط )این است که اگر مرتبه مشتق در معادله حرکت دوفازی از تعداد شرایط مرزی بیشتر باشد باید برای جبرا

 ( استفاده نمود!8)

 شود:عبارت زیر حاصل می( 12( در رابطه )10رابطه )اکنون با جایگذاری 



 ایران - کرج –دانشگاه خوارزمی  -1403آذر ماه  22و  21 –المللی آکوستیک و ارتعاشات کنفرانس بین چهاردهمین

 

 

4 

(14) 𝜕

𝜕𝑥
(𝜅1 ∗ 𝑁

𝑙 + 𝜅2 ∗ 𝑁
𝑁𝑙) − 𝜌𝐴(

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) = 0 

 آید:( ضرب شود رابطه زیر بدست می14در رابطه ) Γاگر عبارت 

(15) 𝜕

𝜕𝑥
(𝜅1 ∗ Γ ∗ 𝑁

𝑙 + 𝜅2 ∗ Γ ∗ 𝑁
𝑁𝑙) − Γ ∗ 𝜌𝐴(

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) = 0 

 شود:( بصورت زیر بازنویسی می15(، رابطه )11با استفاده از تعریف داده شده در رابطه )

(16) 𝜕

𝜕𝑥
(𝜅1 ∗ Γ ∗ 𝑁

𝑙 + 𝜅2 ∗ 𝑁
𝑙) − Γ ∗ 𝜌𝐴 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) = 0 

Γریف ااکنون با استفاده از تع = (1 − 𝜇2∇2)  و𝜅1 + 𝜅2 =  شود:( بصورت زیر بیان می16، رابطه )1

(17) −𝜇2 ∗ 𝜅1 ∗
𝜕3𝑁𝑙

𝜕𝑥3
+
𝜕𝑁𝑙

𝜕𝑥
− 𝜌𝐴(

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) + 𝜇2𝜌𝐴(

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
) = 0 

 شود:بصورت زیر بیان می( 11با در نظر گرفتن تعریف رابطه )شرایط مرزی کلی نیز 

(18) (𝜅1 ∗ 𝑁
𝑙 + 𝜅2 ∗

𝑁𝑙

(1 − 𝜇2∇2)
) 𝛿𝑢|

𝐿
0
= 0 

 شود:( بر حسب مولفه جابجایی، منتجه تنش محلی بصورت زیر بیان می18( و )17برای بیان روابط )

(19) 

{
 
 

 
 𝑁(𝑥) = ∫𝜎 𝑑𝐴

𝜎 = 𝐸𝜀               

𝜀 =
𝜕u

𝜕𝑥
                

     ⇒     𝑁(𝑥) = 𝐸𝐴
𝜕u

𝜕𝑥
 

های زیر برای معادله حرکت و شرایط مرزی نانومیله نازک در فضای (، رابطه18( و )17( در روابط )19با جایگذاری رابطه )

 آید:الاستیسیته دوفازی بدست می

(20) 𝜕4u

𝜕𝑥4
−

1

𝜇2𝜅1

𝜕2u

𝜕𝑥2
+

𝜌

𝜇2𝜅1𝐸
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) −

𝜌

𝜅1 ∗ 𝐸
(
𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
) = 0 

(21) (𝜅1 + 𝜅2 ∗
1

(1 − 𝜇2∇2)
) (𝐸𝐴

𝜕u

𝜕𝑥
) 𝛿𝑢|

𝐿
0
= 0 

طور که پیشتر بیان شد از آنجا که همان ارایه شده است. [11]( دقیقا مشابه معادلاتی است که در مرجع 21) و( 20معادلات )

ادله دیگر، از باشد بنابراین برای جبران دو مع(، دو می21(، چهار بوده و تعداد معادلات بدست آمده از رابطه )20مرتبه مشتق در رابطه )

 باید استفاده شود! (8( و )7های )رابطه

 اند:برای بیان روابط نوع شرط مرزی خاص، روابط دو نوع شرط مرزی گیردار و آزاد بصورت زیر ارایه شده

(22) 𝑢(𝑥) = 0  گیردار 

(23) 

(𝜅1 + 𝜅2 ∗
1

(1 − 𝜇2∇2)
) (𝐸𝐴

𝜕u

𝜕𝑥
) = 0 ⇒ (𝜅1(1 − 𝜇

2∇2) + 𝜅2) (𝐸𝐴
𝜕u

𝜕𝑥
)

= ((𝜅1 + 𝜅2) − 𝜅1𝜇
2∇2) (𝐸𝐴

𝜕u

𝜕𝑥
) = (1 − 𝜅1𝜇

2∇2) (𝐸𝐴
𝜕u

𝜕𝑥
)

= 𝐸𝐴
𝜕u

𝜕𝑥
− 𝜅1𝜇

2𝐸𝐴
𝜕3u

𝜕𝑥3
=
𝜕u

𝜕𝑥
− 𝜅1𝜇

2
𝜕3u

𝜕𝑥3
= 0 

 آزاد 

طور که از مسیر طی شده برای استخراج معادله حرکت و شرایط مرزی بر اساس روش پیشنهادی این مقاله مشخص است همان

 کردند. ( استفاده می8)-(5در قالب روابط ) تر از روشی است که پیشتر اکثر مقالاتتر و سریعاین مسیر بسیار آسان

 و تحلیل ارتعاشات آزاد حل معادله حرکت -3

 :هارمونیک در نظر گرفته شده است اتی بصورتسیستم، ارتعاش ات آزادبرای تحلیل ارتعاش

(24) 𝑢(𝑥) = 𝜙(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 
 باشند. بر حسب ثانیه و شکل مود خطی سیستم می فرکانس طبیعی سیستم بر حسب رادیان بر ثانیه، زمانبه ترتیب  𝜙(𝑥)، و 𝜔 ،𝑡که 

 آیند:(، روابط زیر بدست می23)-(20های )( در رابطه24با جایگذاری رابطه )
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(25) 𝑑4𝜙

𝑑𝑥4
+ (

𝜇2𝜌𝜔2 − 𝐸

𝜇2𝜅1𝐸
)
𝑑2𝜙

𝑑𝑥2
− (

𝜌𝜔2

𝜇2𝜅1𝐸
)𝜙 = 0 

(26) 𝜙(𝑥) = 0 

(27) 𝑑𝜙

𝑑𝑥
− 𝜅1𝜇

2
𝑑3𝜙

𝑑𝑥3
= 0 

𝜙(، تعریف 25برای حل معادله ) = 𝑒𝜆𝑥 شود:در آن جایگذاری می 

(25) 𝜆4 + (
𝜌𝜔2

𝜅1 ∗ 𝐸
−

1

𝜇2𝜅1
) 𝜆2 − (

𝜌𝜔2

𝜇2𝜅1𝐸
) = 0 

 فوق عبارت است از:جواب معادله 

(26) 𝜙(𝑥) = 𝐶1 cosh  (𝑠1𝑥) + 𝐶2 sinh  (𝑠1𝑥) + 𝐶3 cos  (𝑠2𝑥)  + 𝐶4 sin  (𝑠2𝑥) 

 بطوریکه 

(27) 𝑠1 = √
𝐸𝐴 − 𝜌𝐴𝜇2𝜔2 + √(𝐸𝐴 − 𝜌𝐴𝜇2𝜔2)2 + 4𝜌𝜅1𝐸𝐴

2𝜇2𝜔2

2𝐸𝐴𝜅1𝜇
2

 

(28) 𝑠2 = √
√(𝐸𝐴 − 𝜌𝐴𝜇2𝜔2)2 + 4𝜌𝜅1𝐸𝐴

2𝜇2𝜔2 − (𝐸𝐴 − 𝜌𝐴𝜇2𝜔2)

2𝐸𝐴𝜅1𝜇
2

 

و برابر صفر قرار آزاد است با اعمال شرایط مرزی مربوطه، -گیردار و گیردار-با فرض اینکه نانومیله دارای شرایط مرزی گیردار

بدلیل طولانی بودن عبارت حاصله، از آوردن آن اجتناب آیند که دادن ماتریس ضرایب، معادله مشخصه شرایط مرزی فوق بدست می

 شده است.

 نتایج  -4

 اعتبارسنجی روابط 4-1

روابط ارایه شده از طریق مقایسه نتایج حاصل از روابط حاضر و روابطی که در مراجع قبلی ارایه شده است در این بخش، 

برای دو حالت محلی و  گیردار-با شرایط مرزی گیردار نانومیله ساده( سه فرکانس اول 1گردند. بدین منظور، در جدول )اعتبارسنجی می

 [11]های مرجع مکانیکی و هندسی نانومیله بر اساس داده خواص مقایسه شده است. [12, 11] شده در مراجعدوفازی با نتایج ارایه 

نتایج  ،[11]های مرجع ای برای فرکانس ارایه شده است که با قرار دادن دادهفرم بسته ،[12]ذکر است در مرجع قابل  اند.انتخاب شده

 استخراج شده است.

 
 . سه فرکانس اول محلی و دوفازی نانومیله نازک مدل شده بر اساس تئوری ساده1جدول 

 شماره فرکانس
𝝁) (TPa) فرکانس دوفازی (TPa) فرکانس محلی = 𝟏 𝒏𝒎, 𝜿𝟏 = 𝟎. 𝟓) 

 [11]مرجع  پژوهش حاضر [12]مرجع  پژوهش حاضر

1 88496/1 88496/1 45625/1 53726/1 

2 65487/5 65487/5 77630/2 93262/2 

3 42478/9 42478/9 07975/4 21517/4 

 

باشند. دقیقا مشابه می [12]پژوهش حاضر و مرجع های محلی ارایه شده در فرکانسدهد ( نشان می1جدول ) طور کههمان

حل هر دو مرجع،  های سیستم را بصورت تحلیلی استخراخ نمودند به بیان دیگر، روشدلیل این امر این است که هر دو روش، فرکانس

مقداری اختلاف دارند که علت آن، تفاوت  [11]های دوفازی ارایه شده توسط پژوهش حاضر با نتایج پژوهش یکسان است. اما فرکانس

 از روش عددی مربعات [11]ما پژوهش باشند. پژوهش حاضر از روش حل تحلیلی یا دقیق استفاده نموده است انوع روش حل می

 ه است.دیفرانسیل هارمونیک استفاده کرد
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 ارایه نتایج جدید 4-2

گردد. فرض شده است های نانومیله به ازای مقادیر مختلف طول، شماره فرکانس و پارامتر دوفازی ارایه می، فرکانسدر این بخش

 ( باشد.2نانومیله از جنس آلومینیوم با خواص مکانیکی و هندسی داده شده در جدول )
 

 [13] آلومینیوماز جنس  . خواص مکانیکی و هندسی نانومیله نازک2جدول 

) 𝑬 (𝑮𝑷𝒂) 𝝆 خاصیت مکانیکی و هندسی
𝒌𝒈

𝒎𝟑
) 𝑹 (𝒏𝒎) 𝝁 (𝒏𝒎) 

 1 5/0 2700 70 مقدار

 

-( فرکانس اول نانومیله نازک به ازای چهار مقدار برای پارامتر دوفازی، دو مقدار برای طول، و دو شرط مرزی گیردار3در جدول )

یابد. دوفازی، مقدار فرکانس افزایش می( مشخص است با افزایش پارامتر 3طور که از جدول )آزاد ارایه شده است. همان-گیردار و گیردار

دهد که با ( نشان می3چنین جدول )هم یابد.علت این امر این است که با افزایش پارامتر دوفازی، سهم قسمت غیرمحلی کاهش می

گیردار -رزی گیرداریابد. این تغییرات برای شرط مافزایش پارامتر دوفازی، میزان تغییر در مقدار فرکانس، با درصد کمتری افزایش می

 باشد.آزاد می-بیشتر از شرط مرزی گیردار
 

 ، طول و شرایط مرزی مختلف𝜿𝟏اول نانومیله نازک به ازای مقادیر مختلف پارامتر  (𝑻𝑷𝒂) . فرکانس3جدول 

 (nmطول )

 
𝜿𝟏 

 آزاد-گیردار گیردار-گیردار

5 10 5 10 

 درصد افزایش فرکانس درصد افزایش فرکانس درصد افزایش فرکانس درصد افزایش فرکانس

1/0 3446/2 - 3694/1 - 3453/1 - 7395/0 - 

5/0 7752/2 37/18 4889/1 72/8 4852/1 40/10 7730/0 53/4 

9/0 1198/3 42/12 5789/1 04/6 5788/1 30/6 7949/0 83/2 

0/1 1992/3 54/2 5996/1 31/1 5996/1 62/0 7998/0 62/0 

 

همان( نشان داده شده است. 2در ادامه، تغییرات سه فرکانس اول نانومیله نازک به ازای مقادیر مختلف پارامتر دوفازی در شکل )

یابد. این وابستگی های طبیعی به پارامتر دوفازی، با افزایش پارامتر دوفازی افزایش میدهد وابستگی فرکانس( نشان می2طور که شکل )

 باشد.آزاد می-گیردار بیشتر از شرط مرزی گیردار-های بالاتر و به ازای شرط مرزی گیرداردر شماره فرکانس

 

 
 آزاد-گیردار و گیردار-برای دو شرط مرزی گیردار 𝜿𝟏سه فرکانس اول نانومیله نازک به ازای مقادیر مختلف پارامتر . 2شکل 

0.00

0.50

1.00

1.50

2.00

2.50

3.00

3.50

4.00

4.50

5.00

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

س 
کان

فر
(

TP
a

)

𝜅1

دارگیر-فرکانس اول گیردار

دارگیر-فرکانس دوم گیردار

ردارگی-فرکانس سوم گیردار

آزاد-فرکانس اول گیردار

آزاد-فرکانس دوم گیردار

آزاد-فرکانس سوم گیردار
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 گیرینتیجه -5

نانومیله نازک با استفاده از تئوری الاستیسیته دوفازی مورد بررسی قرار گرفت. آنچه در این مقاله، رفتار ارتعاشات آزاد محوری 

 لبه عنوان نوآوری این مقاله باید بیان نمود این است که اولا، معادله حرکت با استفاده از روش تحلیلی و دقیق حل شده است. ثانیا، تبدی

های الاستیسیته جدیدی که برگرفته از مفاهیم مورد استفاده در تئوریمعادله حرکت و شرایط مرزی محلی به دوفازی، توسط روش 

انجام گرفته است. نتیجه کلی این است که استفاده از دو نوآوری بیان شده، سبب شده است دقیقا همان  باشدمحلی و غیرمحلی می

ازک ارایه شده بود بدست. علاوه بر این، سرعت روابطی که پیشتر برای معادله حرکت و شرایط مرزی رفتار ارتعاشات محوری نانومیله ن

تبدیل معادلات از فضای محلی به دوفازی و حجم عملیات ریاضی مورد نیاز بسیار کمتر بوده است. آنچه در این مقاله ارایه شده است 

 تواند الگویی مناسب برای دیگر مسایل در فضای الاستیسیته دوفازی باشد.می
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