
 

1 

 

های نسبتا ضخیم با استفاده از بررسی تحلیلی ارتعاشات طولی نانومیله

 تئوری الاستیسیته دوفازی
 

 نژادرضا ناظم

 

 .، دانشیار36716-45667، ایران، دامغان، دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه دامغانآ 

 irdu.ac@rnazemnezhad.: پست الکترونیکی نویسنده مسئول*

 

 چکیده

باشد. نانومیله نسبتا ضخیم با های نسبتا ضخیم بر اساس تئوری الاستیسیته دوفازی میهدف این مقاله بررسی ارتعاشات آزاد نانومیله

بررسی در این مقاله، نحوه حل معادله حرکت ارتعاشات آزاد طولی نانومیلهاستفاده از تئوری رایلی مدل شده است. موضوع اصلی مورد 

غیرمحلی )دوفازی( سبب -باشد. از آنجا که تبدیل معادلات حرکت از فضای محلی به فضای محلیها در فضای الاستیسیته دو فازی می

نیاز برای حل تحلیلی یا دقیق، در فضای الاستیسیته  شود. بنابراین تعداد شرایط مرزی موردافزایش مرتبه مشتق در معادلات حرکت می

دهد و در کنار شرایط باشد. معمولا تئوری الاستیسیته دوفازی تعداد شرایط مرزی بیشتر را پیشنهاد میدوفازی بیشتر از فضای محلی می

در مقالاتی دیده شده است که شرایط  باشد. اما با این وجود،آید تعداد شرایط مرزی کافی میای که از تئوری محلی بدست میمرزی

های عددی برای حل مرزی محلی در حل معادلات حرکت مورد استفاده قرار نگرفته است و این سبب شده است پژوهشگران از روش

ایط کند عدم امکان ارایه حل برای شرمعادله حرکت استفاده نمایند. مشکل دیگری که عدم استفاده از شرایط مرزی محلی ایجاد می

مرزی مختلف صرفا با استفاده از شرایط مرزی حاصل از تئوری دوفازی است. موضوع مورد اشاره، در رابطه با رفتار ارتعاشات آزاد طولی 

های نسبتا ضخیم نیز مشاهده شده است. بنابراین نویسنده سعی در تعیین تاثیر این عوامل روی رفتار ارتعاشات آزاد طولی نانومیلهنانومیله

 ی نسبتا ضخیم دارد.ها

  .یلیحل تحل؛ یعیفرکانس طب؛ لهینانوم؛ یارتعاشات طول: کلمات کلیدی

 مقدمه -1

های ماکرومقیاس، لزوم شناخت دقیق رفتارهای مختلف های نانومقیاس در مقایسه با سازههای متفاوت سازهبا توجه به ویژگی

پیشنهاد شده است تا نتایج آنها با نتایج تجربی قرابت مناسب داشته باشند. های مختلفی بر این اساس تئوریآنها بسیار ضروری است. 

های پیشنهاد شده، تئوری الاستیسیته دوفازی، تطابق بسیار خوبی با نتایج تجربی نشان داده است. با استفاده از این تئوری، در بین تئوری
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صا رفتار ارتعاشات پیچشی، محوری و عرضی انجام گرفته است. ها مخصومختلفی در زمینه بررسی رفتارهای مختلف سازههای پژوهش

رفتار ارتعاشات محوری کوپل شده با رفتار اخیرا بررسی رفتار ارتعاشات محوری مورد توجه پژوهشگران قرار گرفته است. در این راستا، 

 گرفته شده عبارت است از شرایط مرزی ارتعاشات پیچشی بر اساس تئوری الاستیستیه دوفازی بررسی شده است. شرایط مرزی در نظر

های نسبتا ضخیم که بر اساس تئوری رایلی مدل در پژوهش دیگری، رفتار ارتعاشات محوری نانومیله. [1] گیردار-آزاد و گیردار-گیردار

 .[2]اند بررسی شده است. در این پژوهش، شرایط مرزی کلاسیک برای حل معادله حرکت دوفازی مورد استفاده قرار نگرفته است شده

اند شدههای ضخیم که بر اساس تئوری بیشاپ مدل رفتار ارتعاشات محوری نانومیله [3]نژاد و همکاران در پژوهش مشابه دیگری، ناظم

یافته استفاده برای حل معادله حرکت، از روش عددی مربعات دیفرانسیل تعمیمبررسی نمودند.  با استفاده از تئوری الاستیسیته دوفازی را

هایی بوده است که منحصرا روی رفتار ارتعاشات محوری متمرکز بوده است. آنچه در این آنچه در بالا اشاره شده پژوهششده است. 

شود نتوان برای ا اتفاق افتاده است عدم استفاده از شرایط مرزی کلاسیک برای حل معادلات حرکت است. این امر سبب میهپژوهش

شرایط مرزی مختلف، نتایج متفاوتی ارایه نمود. لذا در این پژوهش هدف بررسی تاثیر در نظر گرفتن شرایط مرزی کلاسیک به همراه 

های نسبتا ضخیم مدنظر است. در به همین دلیل، ارتعاشات محوری نانومیلهحرکت دوفازی است.  شرایط مرزی دوفازی در حل معادلات

این راستا، از تئوری رایلی برای مدلسازی نانومیله استفاده شده استو سپس معادلات حرکت محلی تبدیل به معادلات حرکت دوفازی 

گیردار و -های طبیعی برای دو نوع شرط مرزی گیردارحل شده و فرکانسشده است. نهایتا با استفاده از روش حل دقیق، معادله حرکت 

 آزاد ارایه شده است. صحت و دقت روابط و نتایج نیز با انجام مقایسه با نتایج ارایه شده در مراجع اثبات شده است.-گیردار

 مسئله ارائه مدل ریاضی -2

ارایه شده است معادله حرکت و شرایط مرزی یک نانومیله نسبتا ضخیم در فضای الاسیسیته محلی،  [2]طور که در مرجع همان

 گردد:بصورت روابط زیر بیان می

(1) 𝜕𝑁(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜌𝐴 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) + 𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
) = 0 

(2) (𝑁(𝑥, 𝑡) + 𝜌𝜈2𝐼𝑝 (
𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡2
)) 𝛿𝑢|

𝐿
0

= 0 

𝜌 (𝑘𝑔منتجه تنش،  𝑁که  𝑚3⁄ 𝐼𝑝نسبت پواسون و  𝜈مساحت سطح مقطع،  𝐴 (𝑚2)چگالی ،  ( = ∫ (𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝐴
𝐴

ممان قطبی می 

 شود:منتجه تنش بصورت زیر بیان می باشد.

(3) 𝑁 = ∫ 𝜎𝑥𝑥 𝑑𝐴 = 𝐸𝐴
𝜕𝑈

𝜕𝑥
 

 باشد.مولفه جابجایی در راستای طول میله می 𝑈مدول الاستیسیته و  𝐸که 

های تنش دوفازی ارایه گردد. بر اساس مفاهیم تئوری الاستیسیته دوفازی، معادله حرکت و شرایط مرزی باید بر حسب منتجه

 شوند:( بصورت زیر بیان می2( و )1بر این اساس، روابط )

(4) 𝜕𝑁𝑇𝑃

𝜕𝑥
− 𝜌𝐴 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) + 𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
) = 0 

(5) (𝑁𝑇𝑃 + 𝜌𝜈2𝐼𝑝 (
𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡2
)) 𝛿𝑢|

𝐿
0

= 0 

 ایمنظور رابطههای جابجایی تعیین نمود تا بتوان مسئله را تحلیل کرد. بدین اکنون باید منتجه تنش دوفازی را بر حسب مولفه

 بصورت زیر پیشنهاد شده است:

(6) 𝑡(𝑥) = 𝜁𝐶̅: 𝜀(𝑥) + (1 − 𝜁) ∫
1

2𝜅
𝑒−

|𝑥−𝑥̅|
𝜅

𝑉

𝐶̅: 𝜀(𝑥̅)𝑑𝑉̅ 

های خاص خود را دارد روابط معادلی بصورت زیر گیباشد و حل مسایل انتگرالی پیچیداز آنجه که رابطه بالا بصورت انتگرالی می

 پیشنهاد شده است:

(7) 𝐺(𝑥) = 𝑌(𝑥) + 𝐶 ∫ 𝑒𝜇|𝑥−𝑥̅|
𝑏

𝑎

𝑌(𝑥̅)𝑑𝑥̅ 
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(8) 𝑌̈(𝑥) + 𝜇(2C − 𝜇)𝑌(𝑥) = 𝐺̈(𝑥) − 𝜇2𝐺(𝑥) 

(9) 𝑌̇(𝑎) + 𝜇𝑌(𝑎) = 𝐺̇(𝑎) + 𝜇𝐺(𝑎) 

(10) 𝑌̇(𝑏) − 𝜇𝑌(𝑏) = 𝐺̇(𝑏) − 𝜇𝐺(𝑏) 

 آید:های جابجایی بصورت زیر بدست میبر حسب مولفهمنتجه تنش دوفازی با استفاده از روابط فوق، 

(11) 𝑁𝑇𝑃 = −𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜅2 (
𝜕5𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥3𝜕𝑡2
) + 𝜌𝐴𝜅2 (

𝜕3𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑡2
) + 𝐸𝐴 (

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
) − 𝜁𝐸𝐴𝜅2

𝜕3𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥3
 

ه معادله حرکت نانومیله نسبتا ضخیم بر اساس تئوری الاستیسیتمنتجه تنش دوفازی و انجام یکسری عملیات ریاضی، با جایگذاری 

 :آیندبدست میدوفازی و دو شرط مرزی اضافه، بصورت زیر 

 

(12) −𝜇2𝜁𝐸𝐴
𝜕4U

𝜕𝑥4
+ 𝐸𝐴

𝜕2U

𝜕𝑥2
− 𝜌𝐴 (

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
) + 𝜇2𝜌𝐴 (

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
) + 𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
) − 𝜇2𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
) = 0 

(13) 
−𝐸𝐴 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
) +

1

𝑘
𝐸𝐴 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) −

1

𝑘𝜉
𝐸𝐴 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) +

1

𝜉
𝐸𝐴 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
) −

𝑘

𝜉
𝜌𝐴 (

𝜕3𝑢

𝜕𝑡2𝜕𝑥
) +

𝑘2

𝜉
𝜌𝐴 (

𝜕4𝑢

𝜕𝑡2𝜕𝑥2
)

+
𝑘

𝜉
𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕5𝑢

𝜕𝑡2𝜕𝑥3
) −

𝑘2

𝜉
𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕6𝑢

𝜕𝑡2𝜕𝑥4
) + 𝑘𝐸𝐴 (

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
) − 𝑘2𝐸𝐴 (

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
)     𝑎𝑡     𝑥 = 0 

(14) 
−𝐸𝐴 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
) −

1

𝑘
𝐸𝐴 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) +

1

𝑘𝜉
𝐸𝐴 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) +

1

𝜉
𝐸𝐴 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
) +

𝑘

𝜉
𝜌𝐴 (

𝜕3𝑢

𝜕𝑡2𝜕𝑥
) +

𝑘2

𝜉
𝜌𝐴 (

𝜕4𝑢

𝜕𝑡2𝜕𝑥2
)

+
𝑘

𝜉
𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕5𝑢

𝜕𝑡2𝜕𝑥3
) −

𝑘2

𝜉
𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕6𝑢

𝜕𝑡2𝜕𝑥4
) − 𝑘𝐸𝐴 (

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
) − 𝑘2𝐸𝐴 (

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
)     𝑎𝑡    𝑥 = 𝐿 

 

ای ، معادله((12)معادله ) تا ضخیمحرکت دوفازی یک نانومیله نسبمعادله دهد این است که ( نشان می14)-(12آنچه معادلات )

آنچه در مرجع (( وجود دارد. 14( و )13باشد در حالیکه برای حل آن، دو شرط مرزی دوفازی )معادلات )مرتبه چهار نسبت به مکان می

حل عددی با استفاده از روش ( و بصورت 14( و )13اده از شرایط مرزی )با استف فقط (12انجام گرفته است حل معادله حرکت ) [2]

-با شرایط مرزی گیردار [4]در مرجع فوق نتایج حل معادله فوق با نتایج ارایه شده در مرجع . بوده است 1یافتهمربعات دیفرانسیل تعمیم

( را برای شرایط مرزی دیگر حل کنیم 12اگر بخواهیم معادله )باشد این است که اکنون سوالی که مطرح میمقایسه شده است. گیردار 

 ای باید استفاده نمود؟از چه معادلات شرایط مرزی

برای پاسخ به سوال فوق باید ذکر شود که برای حل معادلات حرکت دوفازی، علاوه بر معادلات شرایط مرزی بدست آمده از 

(( نیز استفاده 5الاستیسیته دوفازی، باید از معادلات شرایط مرزی بدست آمده از تئوری الاستیسیته محلی یا کلاسیک )معادلات )تئوری 

شود و امکان حل معادله حرکت برای هر نوع معادله حرکت برابر میمرتبه مشتق تعداد معادلات شرایط مرزی با بدین ترتیب،  نمود.

 باشد.پذیر میامکان شرط مرزی و به روش دقیق

 تحلیل ارتعاشات آزاد نانومیله نسبتا ضخیم -3

با توجه به توضیحات ارایه شده در بخش قبل، معادله حرکت دوفازی نانومیله نسبتا ضخیم و چهار شرط مرزی مورد نیاز که 

باشد بصورت زیر بیان یک یا محلی میها حاصل از تئوری الاستیسیته دوفازی و دوتای دیگر حاصل از تئوری الاستیسیته کلاسدوتای آن

 شود:می

(15) −𝜇2𝜁𝐸𝐴
𝜕4U

𝜕𝑥4
+ 𝐸𝐴

𝜕2U

𝜕𝑥2
− 𝜌𝐴 (

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
) + 𝜇2𝜌𝐴 (

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
) + 𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
) − 𝜇2𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
) = 0 

                                                   
1 Generalized Differential Quadrature Method (GDQM) 
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(16) 
−𝐸𝐴 (

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
) +

1

𝑘
𝐸𝐴 (

𝜕𝑈

𝜕𝑥
) −

1

𝑘𝜉
𝐸𝐴 (

𝜕𝑈

𝜕𝑥
) +

1

𝜉
𝐸𝐴 (

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
) −

𝑘

𝜉
𝜌𝐴 (

𝜕3𝑈

𝜕𝑡2𝜕𝑥
) +

𝑘2

𝜉
𝜌𝐴 (

𝜕4𝑈

𝜕𝑡2𝜕𝑥2
)

+
𝑘

𝜉
𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕5𝑈

𝜕𝑡2𝜕𝑥3
) −

𝑘2

𝜉
𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕6𝑈

𝜕𝑡2𝜕𝑥4
) + 𝑘𝐸𝐴 (

𝜕3𝑈

𝜕𝑥3
) − 𝑘2𝐸𝐴 (

𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
)     𝑎𝑡     𝑥 = 0 

(17) 
−𝐸𝐴 (

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
) −

1

𝑘
𝐸𝐴 (

𝜕𝑈

𝜕𝑥
) +

1

𝑘𝜉
𝐸𝐴 (

𝜕𝑈

𝜕𝑥
) +

1

𝜉
𝐸𝐴 (

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
) +

𝑘

𝜉
𝜌𝐴 (

𝜕3𝑈

𝜕𝑡2𝜕𝑥
) +

𝑘2

𝜉
𝜌𝐴 (

𝜕4𝑈

𝜕𝑡2𝜕𝑥2
)

+
𝑘

𝜉
𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕5𝑈

𝜕𝑡2𝜕𝑥3
) −

𝑘2

𝜉
𝜌𝜈2𝐼𝑝 (

𝜕6𝑈

𝜕𝑡2𝜕𝑥4
) − 𝑘𝐸𝐴 (

𝜕3𝑈

𝜕𝑥3
) − 𝑘2𝐸𝐴 (

𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
)     𝑎𝑡    𝑥 = 𝐿 

(18) 𝑈 = 0 

(19) (𝑁𝑇𝑃 + 𝜌𝜈2𝐼𝑝 (
𝜕3𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑡2
)) = 0 

آزاد -گیردار و گیردار-شرط مرزی گیرداردر ادامه برای اینکه تفاوت نوع شرط مرزی در حل معادله حرکت مشخص شود دو نوع 

 شود جابجایی نانومیله بصورت هارمونیک انجام پذیرد:ابتدا فرض می گیرد.مورد بررسی قرار می

(20) 𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑈(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 
 د:یآزیر بدست می معادله(، 15) ه( در رابط20)با جایگذاری رابطه 

(21) (
𝑑4𝑈

𝑑𝑥4
) + 𝛼1 (

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
) + 𝛼2(𝑈) = 0 

 که

𝛼2 = − (
𝜌𝐴𝜔2

𝑘2𝜁𝐸𝐴
) ; 𝛼1 = − (

𝐸𝐴 + (𝑘2𝜌𝜈2𝐼𝑝 − 𝑘2𝜌𝐴 − 𝜌𝜈2𝐼𝑝)𝜔2

𝑘2𝜁𝐸𝐴
) ; 

 باشد.می

𝑈(𝑥)با فرض  = 𝐶𝑒𝑝𝑥 ،( بصورت زیر پیشنهاد می21حل معادله ):شود 

(22) 𝑈(𝑥) = 𝐶1𝑒𝑠1𝑥 + 𝐶2𝑒−𝑠1𝑥 + 𝐶3𝑒𝑖𝑠2𝑥 + 𝐶4𝑒−𝑖𝑠2𝑥 

 که در آن

(23) 𝑝1 = −𝑝2 = 𝑠1 = √−𝛼1 + √𝛼1
2 − 4𝛼2

2
 

(24) 𝑝3 = −𝑝4 = 𝑖𝑠2 = 𝑖√𝛼1 + √𝛼1
2 − 4𝛼2

2
 

 باشد.می

 گیردار-نانومیله نسبتا ضخیم با شرایط مرزی گیردار 3-1

ان میزیر بی گیردار روابط شرایط مرزی بصورت-ربرای نانومیله نسبتا ضخیم با شرایط مرزی گیردا(، 20با در نظر گرفتن رابطه )

 :شود

(25) 

((𝐸𝐴𝜉 − 𝐸𝐴 + 𝑘2𝜌𝐴𝜔2) (
𝑑𝑈̅

𝑑𝑥
) + (𝐸𝐴𝑘 − 𝐸𝐴𝑘𝜉 − 𝑘3𝜌𝐴𝜔2) (

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
) + (𝑘2𝐸𝐴𝜉 − 𝑘2𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜔2) (

𝑑3𝑈

𝑑𝑥3
)

+ 𝑘3(𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜔2 − 𝐸𝐴𝜉) (
𝑑4𝑈

𝑑𝑥4
)) |

𝑥 = 0

= 0 

(26) 

((𝐸𝐴𝜉 − 𝐸𝐴 + 𝑘2𝜌𝐴𝜔2) (
𝑑𝑈̅

𝑑𝑥
) + (𝐸𝐴𝑘 − 𝐸𝐴𝑘𝜉 − 𝑘3𝜌𝐴𝜔2) (

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
) + (𝑘2𝐸𝐴𝜉 − 𝑘2𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜔2) (

𝑑3𝑈

𝑑𝑥3
)

+ 𝑘3(𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜔2 − 𝐸𝐴𝜉) (
𝑑4𝑈

𝑑𝑥4
)) |

𝑥 = 𝐿

= 0 

(27) 𝑈(0) = 0 
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(28) 𝑈(𝐿) = 0 

ضرایب، معادله مشخصه ماتریس  قرار دادن ، و برابر صفر4×4( و تشکیل یک ماتریس 22در معادله )( 28)-(25با اعمال معادلات )

 باشد.استخراج میهای طبیعی نانومیله قابل آید. با حل معادله فوق، فرکانسگیردار بدست می-نانومیله با شرایط مرزی گیردار

 آزاد-نانومیله نسبتا ضخیم با شرایط مرزی گیردار 3-2

آزاد روابط شرایط مرزی بصورت زیر بیان می-(، برای نانومیله نسبتا ضخیم با شرایط مرزی گیردار20با در نظر گرفتن رابطه )

 شود:

(29) 

((𝐸𝐴𝜉 − 𝐸𝐴 + 𝑘2𝜌𝐴𝜔2) (
𝑑𝑈̅

𝑑𝑥
) + (𝐸𝐴𝑘 − 𝐸𝐴𝑘𝜉 − 𝑘3𝜌𝐴𝜔2) (

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
) + (𝑘2𝐸𝐴𝜉 − 𝑘2𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜔2) (

𝑑3𝑈

𝑑𝑥3
)

+ 𝑘3(𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜔2 − 𝐸𝐴𝜉) (
𝑑4𝑈

𝑑𝑥4
)) |

𝑥 = 0

= 0 

(30) 

((𝐸𝐴𝜉 − 𝐸𝐴 + 𝑘2𝜌𝐴𝜔2) (
𝑑𝑈̅

𝑑𝑥
) + (𝐸𝐴𝑘 − 𝐸𝐴𝑘𝜉 − 𝑘3𝜌𝐴𝜔2) (

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
) + (𝑘2𝐸𝐴𝜉 − 𝑘2𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜔2) (

𝑑3𝑈

𝑑𝑥3
)

+ 𝑘3(𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜔2 − 𝐸𝐴𝜉) (
𝑑4𝑈

𝑑𝑥4
)) |

𝑥 = 𝐿

= 0 

(31) ((𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜅2𝜔2 − 𝜁𝐸𝐴𝜅2) (
𝑑3𝑈

𝑑𝑥3
) + (−𝜌𝐴𝜅2𝜔2 + 𝐸𝐴 − 𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜔2) (

𝑑𝑈

𝑑𝑥
)) |

𝑥 = 0

= 0 

(32) ((𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜅2𝜔2 − 𝜁𝐸𝐴𝜅2) (
𝑑3𝑈

𝑑𝑥3
) + (−𝜌𝐴𝜅2𝜔2 + 𝐸𝐴 − 𝜌𝜈2𝐼𝑝𝜔2) (

𝑑𝑈

𝑑𝑥
)) |

𝑥 = 𝐿

= 0 

 ، و برابر صفر قرار دادن ماتریس ضرایب، معادله مشخصه4×4( و تشکیل یک ماتریس 22در معادله )( 32)-(29با اعمال معادلات )

 باشد.های طبیعی نانومیله قابل استخراج میآید. با حل معادله فوق، فرکانسآزاد بدست می-نانومیله با شرایط مرزی گیردار

 نتایجارایه  -4

 اعتبارسنجی نتایج و روابط 4-1

گردد. بررسی می [4, 2]جع اابتدا دقت و صحت روابط استخراج شده، از طریق مقایسه نتایج این پژوهش با نتایج ارایه شده در مر

𝜻به ازای  گیردار-شرایط مرزی گیردار با فرکانس اول نانومیله نسبتا ضخیم سه (1)بدین منظور، در جدول  = های کلاسیک( )فرکانس 1

طور که همان داده شده است انتخاب شده است. [2]های هندسی و مکانیکی بر اساس آنچه در مرجع مقادیر ویژگی مقایسه شده است.

با نتایج پژوهش  [2]ج مرجع باشد اما اختلاف نتایبسیار نزدیک می [4]دهد نتایج پژوهش حاضر با نتایج مرجع ( نشان می1جدول )

بسیار زیاد است. دلیل این اختلاف زیاد، همان عدم استفاده از شرایط مرزی کلاسیک در حل معادلات دوفازی است.  [4]حاضر و مرجع 

 گردد.به دلیل همین اختلاف زیاد، در ادامه فقط نتایج حاضر از این پژوهش ارایه می
 

 گیردار-مقایسه سه فرکانس اول نانومیله نسبتا ضخیم با شرایط مرزی گیردار .1جدول 

𝜻 𝒉

𝑳
 

 فرکانس سوم فرکانس دوم فرکانس اول

پژوهش 

 حاضر
 [4]مرجع  [2]مرجع 

پژوهش 

 حاضر
 [4]مرجع  [2]مرجع 

پژوهش 

 حاضر
 [4]مرجع  [2]مرجع 

1 
0.05 885/1 986/2  885/1  767/3  508/5  767/3  706/5  158/8  645/5  

0.1 884/1 981/2  884/1  687/3  492/5  759/3  856/5  092/8  617/5  
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 ارایه نتایج جدید 4-2

 دهد که با افزایش پارامتر دوفازی نتایج جداول فوق نشان می (، نتایج جدیدی ارایه گردیده است.3( و )2در این بخش در جداول )

𝜻 ،نانومیله، بدلیل وابستگی انرژی جنبشی و انرژی پتانسیل به پارامتر دوفازی،  چنین با افزایش ضخامتیابد. هممقدار فرکانس کاهش می

 یابد.با افزایش پارامتر غیرمحلی نیز، مقدار فرکانس کاهش می شود.تغییرات متفاوتی مشاهده می

 
 . سه فرکانس اول نانومیله نسبتا ضخیم به ازای دو شرط مرزی مختلف2جدول 

𝜻 𝒉

𝑳
 

 (TPa) فرکانس سوم (TPa) فرکانس دوم (TPa) فرکانس اول

 آزاد-گیردار گیردار-گیردار آزاد-گیردار گیردار-گیردار آزاد-گیردار گیردار-گیردار

0.25 
0.05 818/1 923/0  500/3  697/2  963/4  286/4 

0.1 817/1 922/0 498/3 694/2 958/4 280/4 

0.50 
0.05 504/1 756/0 010/3 273/2 495/4 784/3 

0.1 510/1 757/0 035/3 288/2 527/4 816/3 

 
𝒉) . سه فرکانس اول نانومیله نسبتا ضخیم به ازای دو شرط مرزی مختلف3جدول  = 𝟎. 𝟏𝑳) 

𝜻 𝑘
𝑳
 

 (TPa) فرکانس سوم (TPa) فرکانس دوم (TPa)فرکانس اول 

 آزاد-گیردار گیردار-گیردار آزاد-گیردار گیردار-گیردار آزاد-گیردار گیردار-گیردار

0.1 
0.1 793/1 928/0  219/3  569/2  223/4  787/3 

0.5 995/0 744/0 266/1 206/1 638/1 444/1 

0.50 
0.1 337/1 670/0 704/2 041/2 049/4 431/3 

0.5 667/0 314/0 860/1 512/1 946/2 743/2 

 گیرینتیجه -5

باشد. نانومیله نسبتا بر اساس تئوری الاستیسیته دوفازی می های نسبتا ضخیمهدف این مقاله بررسی ارتعاشات آزاد نانومیله

در این مقاله، اهمیت استفاده همزمان از شرایط مرزی کلاسیک و دوفازی برای حل ضخیم با استفاده از تئوری رایلی مدل شده است. 

 در فضای الاستیسیته دوفازی ایجاد نماید.های تواند مسیر روشنی برای سایر پژوهشمعادله حرکت نشان داده شده است. این پژوهش می
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