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تیر ارتعاشات و تحلیلی معادلات حاکم بر  مقایسه حل عددی 

 ژی تحت جریان گردابیبرداشت کننده انر پیزوالکتریک
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 مکانیک
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 چکیده

ثر ی انرژی تحت ارفتار دینامیکی تیر برداشت کننده پیش بینیدر این مقاله به بررسی کارایی روش تئوری اغتشاشات در 

ی پیزوالکتریک بر روی گیرداری که لایه ی مدور به انتهای تیر یک سرشود، بدین منظور یک استوانهخته میریزش گردابه پردا

های شود. تیر در اثر تولید گردابهراستای تیر بر روی آن عبور داده می با آن قرار دارد ضمیمه شده و جریان سیال، موازی

شود. نیروی ، دچار ارتعاش عمود بر جریان سیال میگیردت میأکه از تعامل سازه و سیال نش هدر قسمت پشت استوان  نوسانی

شود. همچنین از اصل همیلتون برای استخراج ی نوسانگر وندرپول اصلاح شده مدلسازی میآیرودینامیکی توسط معادله

ای در روش د از آن به عنوان تابع مقایسهشود. پس از بدست آوردن شکل مودهای ارتعاش آزامعادلات حرکت استفاده می

آید. معادلات به هر دو روش عددی و دست میه ی اولر لاگرانژ بمعادلهمودهای فرضی استفاده و معادلات گسسته به کمک 

ین دهد که روش تحلیلی ارائه شده در اشوند. نتایج نشان میشوند و نتایج با هم مقایسه میتحلیلی تئوری اغتشاشات حل می

   ی کند.ند دینامیک برداشت انرژی را پیش بینتوامقاله به خوبی می

 .دهای فرضیوم؛ تعامل سازه و سیال ؛ی انرژی پیزوالکتریکرداشت کنندهبتئوری اغتشاشات؛   :کلمات کلیدی

 مقدمه -1

مواد هوشمند مانند پیزوالکتریک توجه  انرژی از ارتعاشات ناشی از اندرکنش سازه و سیال و تبدیل آن به توان الکتریکی توسطبرداشت 

 ها عموما متشکل از یک تیر و یک جسم بلافهای اخیر به خود جلب کرده است. این برداشت کنندهرا در سال بسیاری از محققان
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برداشت  ید.آشود و تیر با لایه پیزوالکتریک به ارتعاش در میمتصل به آن هستند که جریان سیال بر روی جسم بلاف عبور داده می

ناشی از ریزش توان به ارتعاش شوند که میهای مختلفی به ارتعاش واداشته میها براساس شکل جسم بلاف در اثر پدیدهکننده

تواند ی انرژی ناشی از ریزش گردابه میاشاره کرد. برداشت کننده ،]1[و ارتعاشات ناشی از چاه  ،]1[فلاتر ،]1[گلوپینگ ،]1[گردابه

ها با افزایش سرعت در این برداشت کننده. ]1[های پایین در جریان هستند را به توان الکتریکی تبدیل کندکه با سرعتهایی سیال

طبیعی سازه، فرکانس ریزش گردابه بر یابد و با افزایش بیشتر و نزدیک شدن به فرکانس فرکانس ریزش گردابه نیز افزایش می ،سیال

یابد. به این ناحیه از در ادامه مجددا دامنه کاهش می و یابدی ارتعاش به شدت افزایش مینهروی فرکانس طبیعی قفل شده و دام

با اعمال  باشدی دیفرانسیل حاکم بر حرکت که کوپل با نیروی درگ میها معادله.  در این سیستمگویندسرعت سیال ناحیه لاکین می

معادله . آینددست میه ی اولر لاگرانژ به صورت جداسازی شده بهمعادل روش مودهای فرضی در معادلات انرژی و سپس اعمال

ی همچنین معادله شود.ی وندرپول کوپل با شتاب سیلندر در نظر گرفته میدیفرانسل حاکم بر نیروی درگ به صورت یک معادله

شود. حل معادلات استخراج می ی گاوسباشد نیز عموما به کمک معادلهدیفرانسیل حاکم بر ولتاژ خروجی که کوپل با سازه می

ی در تحقیقات قبلی این معادلات برای تیر با لایه باشد.جداسازی شده به علت غیرخطی بودن و کوپل بودن با هم یک چالش می

ا برای اخیرا زمانیان و ... حل تحلیلی مبتنی بر روش تئوری اغتشاشات ر .]1[پیزوالکتریک و استوانه در انتها به صورت عددی حل شدند

ی خوبی از نیتواند پیش بوش تئوری اغتشاشات میها نشان داد ردر وسط ارائه کردند. تحقیقات آنبه صورت دمبل استوانه تیر با 

ی دهد که مطالعهی تحقیقات نشان میبررسی تاریخچه .]1[ی میانی داشته باشددینامیک سیستم به شرط صرف نظر از کشش لایه

  شود.که در این مقاله به آن پرداخته می ،صورت نگرفته است ا استوانه در انتهامورد تیر یک سر گیردار بدر  لییا همان حل تحلی تئوری
 

 مدل سازی و فرمول بندی -2
ی انرژی مورد بررسی، یک تیر یک سر گیردار پیزوالکتریک با یک استوانه مدور متصل به انتهای همانطور که اشاره شد برداشت کننده

 ( نشان داده شده است.1جریان گردابی است که در شکل ) آن، تحت

 
 : ترکیب بندی تیر مرتعش تحت تحریک ناشی از گردابه1شکل 

های انرژی جنبشی و انرژی پتانسیل و کار نیروهای خارجی به صورت زیر برای به دست آوردن معادلات کاهش مرتبه یافته عبارت

  :]1[و]4[باشدمی
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 ، در مرکز جرم آن است.Zبه ترتیب جرم، قطر و گشتاور اینرسی جرمی استوانه حول محور موازی با CIوCM،Dکه در آن

( )M X و( )ZI X باشند.به ترتیب جرم تیر بر واحد طول و ممان اینرسی سطح مقطع در طول تیر میsL ،PL  وCL  نیز طول تیر
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)و  31eهمچنین ی پیزوالکتریک و استوانه هستند. لایه، )V t  و ولتاژ خروجی پیزوالکتریک بوده، به ترتیب ضریب تنش و 

31 31pe E d،  31که در آنd و PE ثابت کرنش و مدول یانگ پیزوالکتریک هستند. از طرفی PA، ل سطح مقطع ماده گشتاور او

چگالی و سرعت جریان  Uوfهمچنین و .می باشد ی پیزو الکتریکضخامت لایه Phو  حول محور خنثی خمشیپیزوالکتریک 

)ت، وضریب لیف0LCسیال، )q t و رود،ها در نزدیکی استوانه به کار میبرای توصیف رفتار گردابه میانگین ضریبپارامتری است که با 

:]1[درگ مقطعی مرتبط است
4
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 :شود )استوانه به صورت صلب در نظر گرفته شده استی زیر نشان داده میجابجایی عرضی استوانه بوده و با رابطه
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 :]1[شودی وندرپول در نظر گرفته میجریان سیال به صورت معادله ازطرفی معادلات کوپل
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0.3 که در آن   ،12G   وS ی باشد که با رابطهها میی فرکانس ریزش گردابهنیز نشان دهنده
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                      :]4[وس به صورت زیر خواهد شداحاکم بر ولتاژ خروجی لایه پیزوالکتریک با استفاده از قانون گ یمعادله. شودمی
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 باشند.مقاوت بار می ،Rی پیزوالکتریک، و، ضریب گذردهی ماده33ی پیزو وپهنای لایهPbدر حالیکه

 :]4[شودی حرکت اعمال میبرای راحتی تحلیل، تغییر متغیرهای زیر در معادله
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( و 1ی ارتعاش آزاد )بی بعد معادله شکلبه ترتیب چگالی، مساحت مقطع و مدول یانگ تیر هستند.  SEو S،SAدر رابطه بالا 

 ی زیر خواهد بود:( مانند رابطه1) ی( در معادله1) متغیرهای روابطپس از جایگزینی  شرایط مرزی
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توان با ش آزاد سیستم را میشکل مود ارتعا باشند.م سطح مقطع تیر میممان اینرسی دو پهنا، ضخامت و SIوSb،Sh،در این روابط

) فرض , ) ( ) i tw x x e  ( به دست آورد. سپس با فرض پاسخ سیستم 7( و ارضای شرایط مرزی )6ی )، و جایگذاری آن درمعادله
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)تحت ارتعاش ناشی از گرداب به صورت  , ) ( ) ( )w x x P    ، برحسب متغیرهای بی بعد به کمک  راحرکت معادلات حاکم بر

 می توان بدست آورد: ادله اویلر لاگرانژ به صورت زیرمع
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دلات حرکت به صورت زیر خواهند شد:با اعمال معادله اولر لاگرانژ معا  
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 در حالیکه:
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 حل به روش عددی و تحلیلی تئوری اغتشاشات -3
دست آمدند. در ادامه به ه در نرم افزار میپل ب rkf45به روش عددی  (1)نشان داده شده در معادله  یحل عددی معادلات کوپل شده

های چندگانه در تئوری روش مقیاس تفاده ازبا اس (1)پاسخ معادلات تئوری پرداخته می شود. برای این هدف  از طریق روش حلنحوه 

 شود:اغتشاشات به صورت زیر فرض می
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 بحث و نتایج -4
 ی آن با حل تحلیلی از داده های جدول زیر استفاده شده است:ی انرژی، از طریق مقایسهبرای تعیین دقت حل عددی برداشت کننده
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 یزیکی و هندسی برداشت کنندهپارامترهای ف .1جدول 

،SL،PLطول اجزا

CL 

(mm) 

 Pb،sbپهنا

(mm) 

،Phضخامت

Sh 

(mm) 

  Dقطر

(mm) 
،Sچگالی

P 
3/kg m 

 یانگمدول

SE،

PE 

(GPa) 

 ضریب

 گذردهی

33 

(1.nF m) 

 جرم

Sm،Pm،

CM 

 گرم

 

  16  77 1714 _ 0.635 1121 167 تیر

یلایه
pzt 

1128 32.5 0.267 _ 7844 66 11218 1268  

1*1128 _ _ 141 استوانه  _ _  16  

 

شود، بیشترین میزان انرژی برداشت شده در حل عددی و تحلیلی در سرعت باد (، قسمت الف، مشاده می1همانطور که در شکل )

حل تحلیلی به میزان قابل توجهی دینامیک  باشد، بنابراین همانطور که گفته شد،ولت می1424ولت و 1421متر بر ثانیه به ترتیب 1211

سوالی که پیش می آید این است . کندو نتایج حل عددی را تصدیق میی کرده ی انرژی را به درستی پیش بیننندهسیستم برداشت ک

چگونه ی پیزوالکتریک و ضخامت لایهترهای سیستم و به طور خاص قطر استوانه که تطابق حل عددی و تحلیلی با توجه به تغییر پارام

نشان داده شده است. این شکل نشان می  ، قسمت ب،(1مقایسه با افزایش قطر استوانه در شکل) ،خواهد بود. برای پاسخ به این سوال

مقدار و روش تحلیلی  .ری اغتشاشات اضافه شده استایش قطر استوانه بر میزان اختلاف حل عددی و حل از طریق تئودهد که با افز

 پیش بینی کرده است: شدهکمتری را برای ولتاژ برداشت 

 

 

  

 
2(: تغییرات ولتاژ برداشت شده  بر حسب تغییرات سرعت باد. الف(: 1شکل ) 19.8D mm  :)2ب 60D mm  بز رنگ منعلق به حل )گراف س

 باشد(.متعلق  به حل عددی می رنگ تحلیلی بوده و گراف قرمز

 

 الف:
 :ب
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ناحیه لاکین  ،دلیل این امر آن است که با افزایش قطر استوانه

)ناحیه ای که در آن دامنه ارتعاش قابل توجه است(، در 

تد، و دامنه ارتعاش و افبالاتری از باد اتفاق می سرعت های

با افزایش قطر استوانه افزایش می یابد. که در  نیروی درگ نیز

به طور مفصل توسط زمانیان و گریبلدی شرح داده  ]1[مرجع 

شده است. لذا طبیعی است که در حل تحلیلی )تئوری 

اغتشاشات( بالانس جملات خطی و غیر خطی با بزرگ شدن 

و تا حدی از روش عددی  برخی از این جملات، ناممکن شده

)چرا  گیرد.کند فاصله میانس میکه همه جملات را با هم بال

که طبق تعریف تئوری اغتشاشات ترم غیرخطی ضعیف فرض 

شود و با افزایش پارامترهایی مثل قطر استوانه یا ضخامت می

شوند وبالانس آن لایه پیزوالکتریک، ترم های خطی قوی تر می

این موضوع در خصوص  ریزد(.به هم میها با ترم غیر خطی 

ی پیزوالکتریک هم صادق است، و همانطور که در ضخامت لایه

 ی شود، با افزایش ضخامت لایهمشاهده می ( نیز1شکل )

 

بالانس است، که همانطور که در بالا نیز اشاره شد، این امر ناشی از عدم  پیزوالکتریک میران اختلاف حل عددی و تحلیلی افزایش یافته

 ی جملات با بزرگ شدن برخی از آنها در تئوری اغتشاشات است.همه

ب( و  قسمت (،4)شکل)و اختلافی که این دو حل با افزایش قطر استوانهالف( قسمت (، 4)شکل)حل تحلیلی  ومیزان تطابق حل عددی 

در شکل های نیز، ب تغییرات سرعت باد سبر حپیدا می کنند برای تغییرات توان برداشت شده  ((1)شکل)ی پیزوالکتریکضخامت لایه

 نشان داده شده است.زیر 

 

 

  
 

 

 
بر حسب تغییرات  برداشت شده : تغییرات ولتاژ (1شکل )

1phسرعت باد با فرض  mm  

 

2برداشت شده  بر حسب تغییرات سرعت باد. الف(:  (: تغییرات توان4شکل ) 19.8D mm  :)2ب 60D mm   گراف سبز رنگ منعلق به حل(

 باشد(.متعلق  به حل عددی می رنگ تحلیلی بوده و گراف قرمز

 

 الف:
 :ب
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 نتیجه گیری: -5
ت اثر ریزش گردابه را پیش ی انرژی تحنتایج نشان داد روش تئوری اغتشاشات به خوبی می تواند رفتار دینامیکی تیر برداشت کننده

، و همچنین با افزایش تحت جریان گردابی متصل به انتهای تیر یکسر درگیر ر استوانهسی نشان داد با افزایش قط. این برربینی کند

یابد، اما الگوی روش عددی و روش تحلیلی به صورت محدود افزایش می اختلاف ی پیزوالکتریک ضمیمه شده بر روی تیر،ضخامت لایه

 پیش بینی شده کاملا بر هم منطبق هستند.
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بر حسب تغییرات  رداشت شده : تغییرات توان ب(1شکل )

1phسرعت باد با فرض  mm  
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