
 

 
 

ل سیلندر دمبل شک متصل به یک جفتتحلیل پایداری تیر دوسرگیردار 

 تحت تحریک جریان گردابی

  

  بمحمد بیگدلو، *آ مهدی زمانیان
 

 مکانیک ، دانشیار گروه مهندسی 11719-11911 ایران، تهران،  دانشگاه خوارزمی، دانشکده فنی و مهندسی، کدپستی:آ

 ، دانشجوی کارشناسی ارشد11719-11119 ایران، تهران، دانشگاه خوارزمی، دانشکده فنی و مهندسی، کدپستی:ب

 مهندسی مکانیک

 zamanian@khu.ac.ir*پست الکترونیکی نویسنده مسئول: 

 

  چکیده

حت ت ، ضمیمه شده وشکل یبه صورت دمبل یک جفت استوانه که در وسط آن یسرگیردار آنالیز پایداری تیر دودر این مقاله به 

ات شبرداشت جریان الکتریکی از ارتعا پیزوالکتریک با هدف یبر روی تیر یک لایه شود.پرداخته می ،تاثیر جریان گردابی قرار دارد

ی نیروی آیرودینامیکی توسط معادله نیوتن نوشته شده وکمک قانون دوم معادلات حرکت به  شود.اشی از جریان گردابی فرض مین

ت معادلا آیند ودست میه با استفاده از روش گلرکین ب نیز شود. شکل مودهای ارتعاش آزادنوسانگر وندرپول اصلاح شده مدلسازی می

 نتئوری برای تخمی ییک رابطه گیرد. در این مقالهپایداری صورت میو بر روی آنها آنالیز  روش گلرکین جداسازی شده حرکت با

 یبه خوبی می تواند ناحیه حاصله یدهد که رابطهنتایج نشان می. ه شده استارائ شودم خطی در آن ناپایدار میای که سیستحیهنا

 شود.  جلوگیری از پیچیدگی های حل عددی برای یافتن ناحیه لاکین در نتیجه و تخمین بزندلاکین را 

 .پایداریآنالیز لاکین، پیزوالکتریک، ی ناحیهگردابه، ناشی از ارتعاش :  کلمات کلیدی
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 مقدمه  -1

ها به انرژی الکتریکی بسیاری از محققان بر یافتن راه هایی برای تبدیل ارتعاشات موجود در برخی از سیستماخیر،  در سال های

رنش در اثر اعمال ک، استفاده از اثر مستقیم مواد پیزوالکتریک است، که طبق آن رژینی برداشت اهااند. یکی از این راهمتمرکز شده

ی که تحت تحریک چنانچه این مواد بر روی تیر مرتعش  .]1[شودها ایجاد میمکانیکی به این مواد، اختلاف پتانسیل الکتریکی در آن

تنش نوسانی در لایه پیزوالکتریک شده و سیستم به عنوان یک برداشت  تعاش اعمالی به تیر منجر به ایجادارخارجی است، قرار گیرند، 

رسی های مختلفی قرار توسط جریان گردابی به عنوان یکی از روش های تحریک مورد برتحریک اخیرا کننده عمل خواهد کرد. 

جریان بر روی استوانه در یک محدوده . با عبور نه متصل به تیر عبور داده می شودجریان بر روی یک استوا در این روش گرفته است. 

از سرعت سیال گردابه های متناوب در پشت استوانه ایجاد می شود . این گردابه ها منجر به نیروی لیفت نوسانی شده و تیر عمود بر 

تدا که این در اب .]1[گفته می شود ی ارتعاش ناشی از گردابه است،که خلاصه شده  VIVکه به آن  جریان سیال مرتعش خواهد شد

جریان سیال  در ادامه با افزایش سرعت سازه است، طبیعی ها مستقل از فرکانسکنند فرکانس آنها شروع به ریزش میگردابه

سازه، برهمکنش قابل توجهی بین جریان سیال و به فرکانس طبیعی  فرکانس ریزش گردابه نیز افزایش یافته و با نزیک شدن آن

 سازه ه بر روی فرکانس طبیعیخاص از سرعت جریان سیال، فرکانس ریزش گردابی ای که در این دامنه، به گونهافتدسازه اتفاق می

و . شودی لاکین گفته مییان سیال، ناحیهشود، که به این ناحیه از سرعت جری نوساناتی بزرگی میقفل شده و باعث ایجاد محدوده

این ناحیه نقش مهمی در طراحی این سیستم  تخمین یابد.نوسان کاهش می یل، دامنهبیشتر سرعت جریان سیا در نهایت با افزایش

. لانگری و همکارانش در تحقیقات متعددی بر زده اند تخمینناحیه را ها دارد. در تحقیقات قبلی عموما با حل عددی معادلات این 

داری سیستم خطی منطبق بر ناحیه لاکین می یناپاناحیه  ند کهو نشان دادبرای آنالیز پایداری کار کردند  تئوری روشروی یک 

 که شکل ایرفا برای یک نخ و یا تیر استوانهلیکن این مدلسازی عموما برای سیستم های بدون لایه پیزوالکتریک و ص ،]1و1[باشد

کتریک لبا لایه پیزوا ش در تیرهاانشان به اعمال این روزمانیان و همکار. اخیرا ه استصورت گرفت است، ی از گردابهتحت ارتعاش ناش

یک فرمول تئوری برای  یهبه ارائ. این مقاله به طور خاص بر روی این موضوع متمرکز شده است و اندتحت جریان گردابی پرداخته

ناشی  شکه با عبور جریان از روی یک استوانه دمبل شکل متصل به میانه تیر تحت ارتعا دارناحیه لاکین برای تیر دوسرگیر تخمین

  از گردابه قرار می گیرد، پرداخته می شود.

 مدلسازی و فرمولبندی ریاضی -2

که تحت تحریک نیروی لیفت است  sLبا طول تیرسیستم مورد بررسی شامل یک شود، ( مشاهده می1همانطور که در شکل )

بر روی آن یک لایه پیزوالکتریک نصب شده  به صورت دو سر گیر دار می باشد  تیرباشد. این می هامتناوب ناشی از ریزش گردابه

دارای PLا طولبابتدا و انتهای لایه پیزو الکتریک شده است. تیر نصب  میانهو در   برابر تیری پهنا بالایه پیزو الکتریک  پهنای است.

نصب شده  CLو طول D به قطر هر یک  استوانه فومیجفت در مرکز تیر یک  باشد.می تیراز دو سمت 2L و  1Lیکسان فاصله 

  .برخورد سیال به آن به دلیل نیروی لیفت ناشی از سیال در اثر ارتعاشات ناشی از گردابه دچار نوسان می شود بااست که 
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 :]1[می باشدبه صورت زیر  Zدر راستای با فرض جابجایی برنولی -اویلربراساس تئوری تیر معادلات حرکت 
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)بالا در معادله  )m X سیستم جرم بر واحد طول،( )c X میرایی سیستم،( )EI X ،سختی خمشی سطح مقطعPM خمشی گشتاور

)د و شوی پیزوالکتریک به تیر اعمال میباشد که در نقاط ابتدا و انتهای لایهی پیزوالکتریک میلایهمعادل اثر الکتریکی  , )
L

F X t 

 شوند:ین عبارتها به صورت زیر توصیف میا .کندلیفت بر روی استوانه را بیان می اثر نیروی

  
 
 
 
 
 
 
 
 

 (1) 

 

1 1 2 2

1 1

3

2 2

1

2

(X) ( (X) (X )) ( (X ) (X )) (X ),

0 ,
H ( )

1 ,

( ) ( (X) (X )) ( (X ) (X )) (X ) (X ),
2

( ) (2 ) (X )
2

,
4

i

E s

i

L i

i

s

s

f

s sp

s

T

sp

p

P

c

s

v

d

T

I I H H L H L H L I H L

X L
Heaviside X L

X L

L
m X m H H L m H L H L m H L M

LU
c X c S D

D

c

S

A

I

E d
M

  








        


   



        



 

  



 
1

2

0

2

1
( , ) ( ) (X )

( ( ) ( ))

4 2

,
P

L

p

s

f

V t
X

h

L
F t

L X L

X U C DQ t

 

 

  

 

طح سدوم ممان اینرسی دوم سطح در قسمت تک لایه، ممان اینرسی  ی، به ترتیب نشان دهندهspmوsI،spI،smبالا    در معادله

،  TSباشد.می جرم استوانهcMجرم در واحد طول در قسمت تک لایه و جرم بر واحد طول در قسمت دو لایه ودر قسمت دو لایه، 

U،dc،pE،31d،PAوfپیزوالکتریک، ثابت  به ترتیب نشان دهنده عدد استروهال، سرعت جریان، ضریب درگ، مدول یانگ لایه

X)سیال می باشد.و چگالی جرمی جریان حول تار خنثی خمشی ممان اینرسی اول سطح لایه پیزوالکتریک  پیزوالکتریک، )iH L 

X)و  )iL  به ترتیب تابع پله و تابع  ضربه در محل iLمتغیر می باشد .( )q t    02 به صورت ( )L LC t C   می باشد در حالیکه 

 سیستم مرتعش شده  (c)و  (b) ، سه  بعدی سیستم مدل(a):  (1)شکل 
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 ( )LC t   02ضریب لیفت می باشد و برابر است با ( )L LC t C 0در حالیکه 0.3LC  معادله دیفرانسیل حاکم بر ضریب .( )q t  به

 ی باشد:صورت زیر م
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  :]1[دباشاعمال قانون گاوس به صورت زیر میی دیفرانسیل حاکم بر ولتاژ خروجی با باشند. معادلهمی 11و  4.1برابر  Gودر حالیکه
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 شوند:مک تغییر متغیرهای زیر بی بعد میمعادلات به ک
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 درحالیکه: 
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 و فرکانس طبیعی دکل موش  -1

)با فرض ارتعاش آزاد سیستم به صورت , ) ( ) ni
nw x t x e

 
 مود   ، معادله دیفرانسیل حاکم بر شکلو صرف نظر از جمله میرایی

  به صورت زیر خواهد شد:
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 ای،ی پیزوالکتریک، به عنوان تابع مقایسهشکل مودهای تیر ساده بدون لایه اعمال روش گلرکین و با فرضی بالا را با معادله

ن با فرض نمود. بنابرای توان حلمی
1
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n
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 در حالیکه( )i x ها زوالکتریک و استوانهشکل مود تیر ساده بدون لایه پی

,. همچنین باشدمی 1...iC i nدر  فرض مربوطهبنابراین با جایگذاری . آیندال روش گلرکین به دست میضرایبی هستند که با اعم

)و سپس ضرب نتیجه حاصل شده در (، 8) معادله )j x 1..0 و انتگرال گیری در بازهx ی زیر حاصل می شود:نتیجه  
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حال پاسخ ارتعاش سیستم تحت شود. مینان ضرایب به  دست آورده میدادن دتر راربا مساوی صفر ق و شکل مود  فرکانس طبیعی

)صورت به جریان گردابی , ) ( ) ( )nw x t x P   در حالیکه  ،شودفرض می( )P  باشد. با جایگذاری تابع مختصات زمانی پاسخ می

)( و ضرب نتایج در 6ی )در معادلهفرض مربوطه  )n x 1...0  ی و انتگرال گیری از بازهx   شودمی، نتیجه زیر حاصل: 
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 درحالیکه: 
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 آنالیز پایداری -4

 بر نوسانگر به صورت زیر خواهد شد: حاکم یرکت و معادلهی حاکم برحمعادله با صرف نظر از جمله میرایی،

(11  )  
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 شود:ی بالا به صورت زیر فرض میخ معادلهپاس 

(11  ) ( )P Pe    ,   ( )q qe   
 (:11) یبا  جایگذاری در معادله

(11  )  2 2 2Ω 0n eqL fp F q      ,   2 2 2Ω 0fG p q      

 ترمینان ضرایب مخالف صفر باشد. در اینصورت : شود که دستگاه بالا زمانی حاصل میحل غیر صفر برای د

(11  )  4 2 2 2 2 2 2Ω Ω Ω 0n f eqL f n fF G         

 :(11ی جبری )با حل معادله

(16  ) 
     

22 2 2 2 2 2 2 2 22 Ω Ω Ω Ω 4 Ωn f eqL f n f eqL f n fF G F G             

 اهد شد وودیک خوعبارت داخل رادیکال مثبت باشد مقادیر ویژه موهومی محض خواهند شد و پاسخ برای سیستم خطی پریوقتی 

ار دادن عبارت زیر شوند. بنابراین با مساوی صفر قرهر دو مقدار ویژه بر هم منطبق میوقتی که عبارت داخل رادیکال صفر باشد 

           شت:م دارادیکال خواهی
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2 2 2 21 Ω 4 Ω 0n eqL f n fF G      

 ند به صورت زیر است: شود مقادیر ویژه بر هم منطبق شوکه باعث می fمقداری از (17)با حل معادله  

(18  ) 2Ω
1

n
f

eqF G


 


 

fیدر ناحیه f f     ، شود. با جایگذاری فرکانس ریزش گردابه در فرم بی بعدستم خطی بدون میرایی ناپایدار میسی 

 ای از سرعت باد که در آن سیستم ناپایدار می شود به صورت زیر خواهد شد:بازه(، 7آخرین معادله از مجموعه معادلات ) در
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 اثر گردابه به صورت زیر خواهد شد:(، شکل مود سیستم خطی با در نظر گرفتن 11) یمطابق با معادله
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 بحث و نتایج  -1
های طبیعی سوم و فرکانس  دوم، اول، هایشکل مود. آیدبه دست می 1 شده در جدول برای پارامترهای نشان داده  ،ستمپاسخ سی

 :( نشان داده شده است1در شکل) بر حسب سرعت باد نامیراخطی ی سیستم (، و تغییرات مقادیر ویژه1منطبق بر آن در شکل )

.خصوصیات هندسی و مکانیکی سیستم1جدول  

( )sh mm ( )sL mm ( )sE Gpa ( )sb mm 3( / )s kg m ( )cL mm ( )D mm 

71 114 144 7.1 7844 144 14 

( )Ph mm ( )PL mm ( )PE Gpa ( )Pb mm 3( / )P kg m 1
31( . )d pmV  33( / )nF m 

144 64 14.116 7.1 1114 1.1-  1.11 

 

 

 

 

 

. نشان داده شده است( 1)در نظر گرفتن اثرات نوسانگر در شکل با  دباتغییرات سرعت جریان سیستم برحسب  یویژه رات مقادیرتغیی

با فرکانس طبیعی  تقریبا ثابت است و جریان سیال در سرعت های کممتعلق به سازه است و مقدار آن برای ، اولین مقدار ویژه

قریبا برابر ت یابد تاافزایش سرعت باد افزایش میو با بوده  به نوسانگر دوم متعلقی ویژه مقدارباشد. برابر می ارتعاشات آزاد سیستم

ناپایدار شروع  یواهند شد و ناحیهبا قسمت حقیقی مثبت خ ،موهومیی مقادیر ویژه ،از این مقدار بعد. شوداولین مقدار ویژه می

که نشان دهنده دامنه حالت  1شکل شوند. مقدار ویژه مجددا موهومی محض می یابد که دوناحیه تا زمانی ادامه می اینود. شمی

 یناحیه یافتد و سیستم در محدودهر عمل اتفاق نمیاین ناپایداری دپایدار بر مقادیر مختلف از قطر سیلندر می باشد نشان می دهد 

احیه آن ن انرژی الکتریکی را در میزان انرژی بیشترینی ارتعاش خواهد کرد و برداشت کنندهدیک وشده در حالت پری زده تخمین

 Van یپایدار شدن سیستم غیر خطی نسبت به ناپایداری سیستم خطی وجود ترم غیر خطی در معادله علت برداشت خواهد نمود. 

Der Pol همگام سازی یا  یناپایداری سیستم خطی به ناحیه یشود که ناحیه. این ترم سبب میباشدمیLock-in  در سیستم

    .غیر خطی تبدیل شود

به طور  یستم شود دامنه نوسانات سآغاز میقفل  یمتر بر ثانیه که پدیده 1شود در سرعت مشاهده می (1در شکل ) همانطور که

دهد که دامنه حالت پایدار در ناحیه لاکین با افزایش قطر سیلندر افزایش همچنین این شکل نشان مییابد. قابل توجهی افزایش می

ی سیستم خطی نامیرا بر حسب (: تغییرات مقادیر ویژه1شکل)

 تغییرات سرعت باد

 : شکل مود اول)قرمز(، دوم)مشکی(، سوم)آبی(.(1شکل)

1های در فرکانس 2 336.03587, 173.6, 304.09128     
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ه دست آمده بوری ئعلت این تغییرات را با فرمول  تیابد. ود به ناحیه لاکین نیز افزایش میباد لازم برای وریابد و در مقابل سرعت می

توان توجیه کرد. مطابق این رابطه سرعت شروع ناحیه لاکین با سرعت باد و فرکانس طبیعی رابطه مستقیم دارد و در این مقاله می

 را می توان توجیه کرد.  1رد که مطابق این رابطه تغییرات نشان داده شده در شکل با مجذور نیروی لیفت معادل رابطه عکس دا

 

 برحسب تغییرات سرعت باد برای قطرهای مختلف استوانه یلندر ی نوسانات ستغییرات دامنه: 1شکل 

 نتیجه گیری  -6

ضافه در قسمت میانی آن ا بر روی تیر دوسرگیر که دو استوانه به صورت دمیلآنالیز پایداری برای ارتعاشات ناشی از جریان گردابی 

ر این دی تئوری ارائه شده ، که رابطهدهدنتایج نشان میناحیه لاکین ارایه شد.  تخمین ه شد و یک رابطه تئوری برایشده اند، ارائ

 . تخمین می زندلاکین را  به درستی ناحیهمقاله 
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