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 چکیده

های نازک و تئوری  های کربنی با استفاده از مدل پوسته طبیعی ارتعاشات آزاد نانولوله های فرکانسدر پژوهش حاضر، 

ارائه بر اساس تئوری پوسته لاو  نانولوله حرکتحاکم بر  معادلات حرکتالاستیسیته غیرمحلی مورد بررسی قرار گرفته است. 

گیرد و دارای خطا  ها اثر اندازه کوچک را در نظر نمی از آنجایی که تئوری کلاسیک الاستیسیته در تحلیل نانوسازه .شده است

ته غیرمحلی از تئوری الاستیسیدر تحلیل رفتار نانولوله باشد، بنابراین برای درنظر گرفتن اثرات اندازه کوچک  در پاسخ می

با حل از روش ناویر استفاده شده و  نانوتیر آزادله ارتعاشات امسسازی مساله استفاده شده است. برای حل  ارینگن در مدل

های  بینی مدل ارائه شده برای فرکانس های طبیعی ارتعاشات آزاد نانولوله استخراج شده است. پیش فرکانسمعادلات حاکم، 

سپس در قسمت نتایج عددی تاثیر پارامترهای مختلف از جمله  .جود در منابع مقایسه شده استهای مو بینی طبیعی با پیش

نسبت طول به شعاع نانولوله، نسبت شعاع به ضخامت نانولوله و همچنین تاثیر بسترالاستیک و اثر ضریب غیرمحلی بر فرکانس 

 ت.بررسی شده و نتایج عددی متعدد ارائه شده اسکربنی طبیعی نانولوله 

 های نازک؛ تئوری الاستیسیته غیرمحلی جداره؛ فرکانس طبیعی؛ تئوری پوسته های کربنی تک نانولولهکلمات کلیدی: 

 مقدمه -1

نانومتر، با هدف دخل و تصرف  111تا  1نانوفناوری به معنای توانایی کارکردن در مقیاس اتمی، مولکولی و فراتر از آن در ابعاد 

های  نانولوله آغاز گردید. 1591و  1591های  فناوری نانو از دههباشد.  ی رسیدن به بازدهی بیشتر مواد میها برا در چگونگی آرایش اتم

جداره تنها از  های کربنی تک [ کشف شدند. نانولوله1توسط سامیو ایجیما ] 1551کربن هستند که در سال  2نوعی آلوتروپ 1کربنی

ها  توان آن پذیری بالایی دارند به صورتی که به راحتی می ارای طول کمی بوده و قابلیت شکلد اند، لایه ورق گرافیتی تشکیل شده یک

های کربنی از خواص قابل توجه فیزیکی، مکانیکی،  . نانولولهبالایی دارند نسبت طول به قطرها  نانولولهرا دچار پیچش یا خمش کرد. 

در طول سالیان گذشته کارهای  .رخوردارندباستحکام بالا، سفتی بالا و هدایت حرارتی و الکتریکی عالی  انندمالکتریکی و حرارتی 

                                                   
1
 Carbon nanotubes 

2
 Allotrope 
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های کربنی از اهمیت زیادی در  های کربنی انجام شده است. ارتعاش نانولوله تحلیلی و عددی بسیاری در زمینه رفتار ارتعاشی نانولوله

های نانومکانیکی مانند  های کربنی گام کلیدی برای بسیاری از دستگاه ارتعاشی نانولوله های فناوری نانو برخوردار است و درک ویژگی

های کربنی به موضوع  تجزیه و تحلیل ارتعاش نانولوله ،های مقیاس نانو و حسگرها است. بنابراین نوسانگرها، آشکارسازهای بار، ساعت

جداره  های کربنی تک رفتار ارتعاشی نانولوله 2119[ در سال 2و همکاران ] مورد توجه اولیه در مطالعات اخیر تبدیل شده است. انصاری

ها برای درنظر گرفتن اثرات اندازه، معادلات الاستیسیته غیرمحلی ارینگن را  تحت شرایط مرزی مختلف را مورد بررسی قرار دادند. آن

[ 1حسین و همکاران ] 2112تز استفاده شده است. در سال ری-در نظریه پوسته دانل گنجاندند. برای حل معادلات حاکم از روش رایلی

جداره بر اساس نظریه پوسته دانل پرداختند و از رویکرد انتشار موج برای حل  های کربنی تک به تجزیه و تحلیل رفتار ارتعاشی نانولوله

سازی دینامیک  رضایت بخش با نتایج شبیهمعادلات استخراج شده استفاده کردند. نتایج به دست آمده از روش انتشار موج، در تطابق 

جداره با مدل پوسته  های کربنی تک ارتعاشات غیرخطی نانولوله 2112[ در سال 0مولکولی شناخته شده قبلی است. آمراموف ]

عبدالله و  2121کویتر و روش گلرکین استفاده کرد. در سال -الاستیک غیرمحلی را مورد مطالعه قرار داد. او از نظریه پوسته سندرز

جداره دارای ترک تعبیه شده در بستر الاستیک در شرایط مرزی  های کربنی تک [ به بررسی تاثیر دما بر ارتعاش نانولوله9همکاران ]

باشد. اثر دماهای پایین و بالا، شدت ترک،  برنولی می-مختلف پرداختند. تئوری مورد استفاده در این پژوهش، تئوری غیرمحلی تیر اویلر

ها در این پژوهش مورد بررسی قرار گرفته است. در سال  ک بر رفتار ارتعاشی نانولولهتییت ترک، اثر اندازه کوچک و محیط الاسموقع

جداره نامنظم پرداختند. تئوری مورد استفاده در این  های کربنی تک [ به بررسی ارتعاشات پیچشی نانولوله9سلیم و همکاران ] 2121

 باشد.  گی میمقاله، تئوری پوسته فلو

شده  بررسیجداره احاطه شده در بستر الاستیک  های کربنی تک نانولوله های طبیعی و فرکانس ارتعاشات آزاددر این پژوهش 

تئوری ارینگن برای در نظر گرفتن اثر اندازه برای برای مدلسازی رفتار مکانیکی نانولوله استفاده شده است و از از تئوری لاو  است.

های طبیعی نانولوله کربنی استخراج شده است. در نتایج  کوچک استفاده شده است. معادلات حاکم با روش ناویر حل شده و فرکانس

 بستر ضریبشعاع به ضخامت و همچنین نسبت نسبت طول به شعاع، مختلف مانند ضریب غیرمحلی، تاثیر پارامترهای  عددی

 .و نتایج عددی مختلف ارایه شده است جداره بررسی شده است های کربنی تک فرکانس طبیعی نانولوله الاستیک وینکلر و پاسترناک بر

 معادلات حاکم و فرمولاسیون -2

بترای   (x,,z)( نشان داده شده استت. سیستتم مختصتات    1در شکل ) R، و شعاع L، طول hت جداره با ضخام نانولوله کربنی تک

در  zو  نانولولته  در راستتای محیطتی   در راستای محوری پوستته، مختصتات    xت بطوری که مختصات نانولوله در نظر گرفته شده اس

در  پوستته جابجتایی ستطم میتانی     از مدل پوسته برای مدلسازی رفتار نانولوله استفاده شتده استت و   .باشد می نانولولهراستای شعاعی 

پوسته براساس تئوری پوسته  ییجابجا دانیمبرای مدلسازی رفتار نانولوله،  نشان داده شده است. wو  u ،vبترتیب با  zو  x ،راستای 

)که  درنظر گرفته شده است. (1ابطه )ربصورت  کلاسیک , , , )u x z t ،( , , , )v x z t  و( , , , )w x z t  به ترتیب نشان دهنده جابجایی

ها اثر اندازه کوچتک   باشد. از آنجایی که تئوری کلاسیک الاستیسیته در تحلیل نانوسازه شعاعی نانولوله میو  یطیمح ،یطولدر راستای 

 استفاده شده است. در اندازه کوچک سازی رفتار ماده مدل [ برای2گیرد، در این مقاله از تئوری الاستیسیته غیرمحلی ] را در نظر نمی
 

 
 جداره و محورهای مختصات : شکل شماتیک یک نانولوله کربنی تک1شکل 
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 نیب ،یمحل کیکلاس هیدر نظر تفاوت اصلی بین تئوری کلاسیک محلی و تئوری الاستیسیته غیرمحلی در تعریف تنش است.

ز کرنش در منحصر بفرد ا ینقطه فقط تابع کیکه تنش  یمعن نیبرقرار است. بد کیبه  کیتناظر  کیتنش و کرنش در هر نقطه 

رابطه  از کرنش در تمام نقاط جسم است. ینقطه خاص تابع کی، تنش در یرمحلیغ کیالاست تئوریدر  کهیدر حال ،همان نقطه است

 [.2شود ] ساختاری در تئوری الاستیسیته غیرمحلی در فرم دیفرانسیلی بصورت زیر بیان می

 21 ij ijkl klC            (2)  

2،که در معادله فوق

0( )l e a   باشد. این پارامتر برای هر ماده  پارامتر مقیاس کوچک در تئوری الاستیسیته غیرمحلی می

های در راستای ضخامت صرفنظر شده است، رابطه  با توجه به اینکه از کرنش .شود خاص با استفاده از آزمایشات مناسب تعیین می

 باشد. تئوری غیر محلی بصورت زیر قابل بیان میساختاری برای رابطه تنش و کرنش در 

 

 

2 2

2 2

0 2 2

0
1 1

0
1 1

0 0
2 1

xx

xx xx

x x

x

E E

E E
e a

E

  

 



 
   


  

 

 


 
                  
                
               

     (1)  

xx,ضریب پواسون،  مدول یانگ،  Eکه در معادله فوق    و
xباشند. همچنین  بترتیب تنش عمودی و تنش برشی می

,xx   و
x [.2شوند ] باشند که بصورت زیر تعریف می عمودی و کرنش برشی می های کرنش 
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 .[2شوند ] ( بصورت زیر تعریف می1های تنش تعریف شده در معادله ) های نیرو براساس مولفه در تئوری پوسته، منتجه
/2 /2 /2
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 های جابجایی بصورت زیر قابل بیان است. (، منتجه های نیرو بر حسب مولفه0( و )1که با استفاده از روابط )
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K=Eh/(1-که در رابطه فوق
2
 [.2شوند ] ت زیر بیان میهای گشتاور نیز بصور باشد. همچنین منتجه ، سفتی موثر محوری می (
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 ( بصورت زیر قابل بیان است.0( و )1که با استفاده از روابط )
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D=Ehدر معادلات بالا 
3
/(12(1-

2
 .قابل نوشتن است یربه فرم ماتریسی ز (9( و )9باشد. معادلات ) ، سفتی موثر خمشی می((
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ای احاطه شده در یک بستر الاستیک وینکلر و پاسترناک براساس تئوری پوسته لاو  حرکت پوسته استوانهحال معادلات حاکم بر 

 [.5شود ] بصورت زیر تعریف می

0

02

2 2 2
2

02 2 2

1

1 1 1

2 1

xx x

x x

xx x
w p

N N
I u

x R

N N M M
I v

x R R x R

M M M N
K w K w I w

x R x R R



   

  



 

 

 
 

 

   
   

   

  
      

   

    (11) 

در عبارت ( 11باشند. با ضرب طرفین معادله ) بترتیب ضریب بستر وینکلر و بستر پاسترناک می Kpو  Kwکه در معادلات فوق 
2 2

0(1 ( ) ) e aجداره براساس تئوری لاو و تئوری الاستیستیه غیرمحلی بصورت زیر  کربنی تک  ، معادلات حاکم بر حرکت یک نانولوله

 بدست خواهد آمد.

2 2 2 2

0 0 0

2 2 2 2

0 0 02

2 22
2 2 2 2 2

0 0 02 2 2

1
(1 ( ) )( ) (1 ( ) )

1 1 1
(1 ( ) )( ) (1 ( ) )

2 1
(1 ( ) )( ( )) (1 ( ) )



   

  



 

 


     

 

   
       

   

 
          

   

xxx

x x

xxx
w p

NN
e a e a I u

x R

N N M M
e a e a I v

x R R x R

M M NM
e a K w K w e a I w

x R x R R

 (12) 

ای  ( را بر حسب مولفه12توان معادله ) معادله فوق، می( و جایگذاری معادله حاصل در 5( در معادله )11با قراردادن معادله )

 جابجایی به فرم ماتریسی زیر بازنویسی کرد.
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L L L u L u

L L L v L v

L L L w L w

    (11)  

 اند.  باشند. که بطور مثال بصورت زیر تعریف شده عملگرهای دیفرانسیلی می ijL و Lijکه در معادله فوق 
2 2 2

11 12 132 2 2

1 1
( ( ) ), ( )( ) ,

22

  



     
   

   

K
L K L K L

R x R xx R
(الف-10)     

2
2 2

11 22 33 0 2
(1 ( ) )( )


     


L L L e a h

t
ب(-10)         

 روش حل ناویر -3

 شوند. های جابجایی بصورت زیر درنظر گرفته می ، میدانx=Lو  x=0های  ساده در لبه-برای نانولوله با شرایط مرزی ساده

1 2

1 2

1 2

cos( ) cos( )

sin( )sin( )

sin( ) cos( )



















n

n

n

i t

i t

i t

n m
u A x x e

L R

n m
v B x x e

L R

n m
w C x x e

L R

      (19)  

 هایبا توجه به عملگر(،  11های جابجایی فوق در معادله ) باشد. با جایگذاری میدان مختصه محیطی می x2=Rکه در رابطه بالا 

 شود.  ( به معادله زیر تبدیل میب-10( و )الف-10دیفرانسیلی )

2

0

([ ] [ ]) 0

0



   
   

    
   
   

A

K M B

C

      (19)  

  آیند. های ماتریس سفتی بصورت زیر بدست می ر سه هستند که مولفهماتریس سفتی و جرم سه د [M]و  [K]های  که ماتریس

2 2

11 12 21 13 31

2 2

22 2 2

2 3

23 32
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33
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 
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 
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k k

R R R

K
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    (12)  

2 2

11 22 33

12 13 23 21 32 32

1 ( )

0

      

     

m m m

m m m m m m
       (18) 

 بنی کافیست معادله زیر حل شود.های طبیعی نانولوله کر است. .برای بدست آوردن فرکانس =m/Rو  =n/Lکه   
2det([ ] [ ]) 0K M         (15)  

 عددی نتایج -4

. پارامترهای جداره پرداخته خواهد شد تکهای کربنی  نانولوله ارتعاشات خطی در این بخش به بررسی نتایج حاصل از تحلیل

 شوند. بعد مورد نیاز بصورت زیر تعریف می بی
24

, ,


   
pw

w p

K LK L
R K K

E EI EI
         (21)  
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بعد،بیانگر فرکانس بی که در معادله بالا 
wK بعد و بیانگر ضریب وینکلر بی

pK باشد. مدول  بعد می بیانگر ضریب پاسترناک بی

=1340kg/m، و چگالی آن E=1.06TPaیانگ نانولوله برابر با 
رفته شده است. در نظر گ =0.3ضریب پواسون آن برابر با و  3

 n [ مقایسه شده است.11( با نتایج مرجع ]1بعد حاصل از پژوهش حاضر در جدول ) های طبیعی بی ، فرکانسسنجی مدل برای صحت

توان  مرجع میهای طبیعی  های طبیعی بدست آمده با فرکانس با مقایسه فرکانسباشند.  محیطی می  شماره موج mطولی و   شماره موج

 به صحت و دقت روش بکار برده شده پی برد.

 
 (h/R=0.0034 , L/R=2, R=2.32nm, n=1)بعد نانولوله  : فرکانس طبیعی بی1جدول 

m=3 m=2 m=1   
 [11مرجع] 9522/1 1012/1 2110/1

=0 (nm)
2 

 روش ناویر 9110/1 1025/1 2111/1
 [11مرجع] 9292/1 1191/1 1221/1

=0.1(nm)
2 

 روش ناویر 9221/1 1201/1 1200/1
 [11مرجع] 9159/1 2211/1 1099/1

=0.3(nm)
2 

 روش ناویر 9059/1 2501/1 1929/1
 [11مرجع] 9199/1 2901/1 1225/1

=0.5(nm)
2 

 روش ناویر 9222/1 2211/1 1011/1

 

بعد در پارامتر مقیاس کوچک  جداره بر روی فرکانس طبیعی بی به شعاع نانولوله کربنی تک در این بخش به بررسی تاثیر نسبت طول

های مختلف طول به شعاع نانولوله بر  بعد برای نسبت تغییرات فرکانس طبیعی بی ب(-2)و  الف(-2) شود. در شکل مختلف پرداخته می

های مذکور نیز قابل  ورده شده است. همانگونه که در شکلساده آ-اساس پارامتر مقیاس کوچک مختلف برای شرایط مرزی ساده

بعد براساس برخی از  فرکانس طبیعی بی( 2در جدول )کند.  بعد کاهش پیدا می مشاهده است، با افزایش این نسبت، فرکانس طبیعی بی

 یبر روجداره  تاثیر نسبت شعاع به ضخامت نانولوله کربنی تکجداره آورده شده است.  های طول به شعاع نانولوله کربنی تک نسبت

مشخص  ب(-1)و  الف(-1) گیرد. همانطور که در شکل مورد بررسی قرار می مختلف کوچک اسیدر پارامتر مق بعد یبی عیفرکانس طب

ارائه  حاتیتوض نیهمچنو ( 1) شکل و (2)با توجه به شکل  کند. کاهش پیدا می بعد است، با افزایش این نسبت فرکانس طبیعی بی

 یعیفرکانس طب شیضخامت نانولوله در افزا شیافزا ایاز جمله کاهش طول  یهندس یپارامترها رییگرفت که تغ جهینت توان یشده م

 جداره آورده شده است. دو شکل مود نانولوله کربنی تک (ب-0( و )الف-0). در شکل باشند ینانولوله موثر م یداریپا جهینت و در بعد یب

 

 
 (R/h=20, n=3, m=2) ب(            

 
 (R/h=20, n=1, m=1) الف(        

 ف های مختل L/Rبعد براساس نسبت  فرکانس طبیعی اول بی: 2شکل 
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 (R/h=20 , R=2.32nm, n=1, m=1)های مختلف L/Rبعد نانولوله براساس  بی : فرکانس طبیعی2جدول 

L/R=22 L/R=15 L/R=10 L/R=4  

1101/1 1250/1 1921/1 2950/1 =0(nm)
2 

1112/1 1222/1 1919/1 2955/1 =0.25(nm)
2 

1119/1 1221/1 1951/1 2912/1 =0.50(nm)
2 

1112/1 1220/1 1922/1 2010/1 =0.75(nm)
2 

1125/1 1295/1 1999/1 2191/1 =1(nm)
2 

 

 
 ب(       

 
 الف(        

 (L/R=15, n=3, m=3) ب( (L/R=15, n=2, m=2) ف الف(مختلهای  R/hبعد براساس نسبت  بررسی فرکانس طبیعی بی: 3شکل 

 

 
 (L/R=10, R/h=20, n=2, m=2) ب(

 
 (L/R=10, R/h=20, n=1, m=1) الف(

 جداره شکل مود نانولوله کربنی تک: 4شکل 

 

مختلف پرداخته  کوچک اسیدر پارامتر مقبعد  در ادامه به بررسی تاثیر ضریب وینکلر و پاسترناک برروی فرکانس طبیعی بی

ها  که در این شکل باشد. همانطور بعد می بیانگر تاثیر ضریب وینکلر برروی فرکانس طبیعی بیب( -9)و الف( -9)شکل  .شود یم

بعد  فرکانس طبیعی بی (1)همچنین در جدول  کند. بعد نیز افزایش پیدا می پیداست، با افزایش ضریب وینکلر فرکانس طبیعی بی

 جداره آورده شده است. بعد نانولوله کربنی تک براساس برخی از ضرایب وینکلر بی
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 (L/R=10,R/h=20 , R=2.32nm, n=1, m=1)بعد وینکلر مختلف  یب بیبعد نانولوله براساس ضرا : فرکانس طبیعی بی3جدول 

200wK  150wK  60wK  20wK   

2902/1 2121/1 1991/1 1119/1 =0(nm)
2 

2922/1 2299/1 1921/1 1111/1 =0.25(nm)
2

 

2912/1 2212/1 1029/1 1522/1 =0.5(nm)
2 

2012/1 2112/1 1021/1 1500/1 =1(nm)
2

 

 بندی گیری و جمع نتیجه -5

جداره با استفاده از تئوری  های کربنی تک طبیعی ارتعاشات آزاد نانولوله های در این مقاله یک فرمولبندی برای بررسی فرکانس

و ی طبیعی نانولوله با استفاده از روش ناویر استخراج شده ها فرکانسهای نازک و تئوری الاستیسیته غیر محلی ارایه شده است و  پوسته

با اثر پارامترهای مختلف موثر بر فرکانس طبیعی نانولوله بررسی شده است. برای بررسی صحت و دقت نتایج، نتایج عددی بدست آمده 

پس در نتایج عددی تاثیر پارامترهای هندسی و پارامتر . سو صحت نتایج نشان داده شده است نتایج موجود در منابع مقایسه شده است

با افزایش نسبت طول به شعاع شود که  شاهده میمهای طبیعی نانولوله بررسی شده است. با بررسی نتایج عددی،  غیر محلی بر فرکانس

با افزایش ضریب سفتی بستر وینکلر و  یابد. کاهش می بعد بی امت نانولوله، فرکانس طبیعیبا افزایش نسبت شعاع به ضخو نانولوله، 

 کند. بعد کاهش پیدا می با افزایش پارامتر غیرمحلی، فرکانس طبیعی بیو  کند بعد افزایش پیدا می طبیعی بیپاسترناک فرکانس 
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